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Solovayモデルの中で ω が強い分割の性質を持っていることをMathias forcingを用いて示す．

1 Mathias forcing

定義 1.1 (Mathias forcing). Mとは次を満たす組 ⟨s,A⟩の集合である．

1. s ∈ [ω]<ω

2. A ∈ [ω]ω

M上の順序 ⟨s,A⟩ ≤ ⟨t, b⟩を次のように定義する．

1. s ∩ (max(t) + 1) = t

2. A ∪ (s− t) ⊆ B

定義 1.2. Gを (V,M)-genericとする． xG を次のように定義する．

xG =
∪

{s | ∃A(⟨s,A⟩ ∈ G)} ⊆ ω

実数 x ⊆ ω が V 上のMathias realであるとは，ある (V,M)-generic Gが存在して x = xG となるときのこ

とをいう．

逆に V 上のMathias real xが与えられたとき，(V,M)-generic G′ を，

G′ = {⟨s,A⟩ ∈ M | sは xの始切片かつ x \ s ⊆ A}

と定義することにより G = G′ となる．ゆえに V [xG] = V [G]であることがわかる．

Mathias forcingは Prikry forcingに非常に似ている．Prikry forcingの性質の一つとして Prikry condition

が成立することが挙げられるが，Mathias forcingについても同様のことが成立することをみる．今後これを

Mathias conditionと呼ぶことにする．

定義 1.3. ⟨s,A⟩ ∈ Mに対して，[s,A]ω := {z ∈ [ω]ω | s ⊆ z ⊆ A ∪ (max(s) + 1)}と定義する．
Mの開集合 O に対して，Ō :=

∪
{[s,A]ω | ⟨s,A⟩ ∈ O}と定義する．

定義 1.4. Mの開集合 O を任意に一つ固定する．

• ⟨s,A⟩ ∈ Mが Oに対して goodとは，ある ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩が存在して [s,B]ω ⊆ Ōとなることをいう．
そうでないとき badという．
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• ⟨s,A⟩ ∈ Mが O に対して uglyとは，すべての a ∈ Aにおいて ⟨s ∪ {a}, A \ (a + 1)⟩が O に対して
badであるときのことをいう．

• ⟨s,A⟩ ∈ Mが O に対して completely uglyとは，すべての {a0, . . . , an} ⊆ Aで a0 < · · · < an を満た

すものに対して ⟨s ∪ {a0, . . . , an}, A \ (an + 1)⟩が badであるときのことをいう．

補題 1.5. OをMの開集合とする．⟨s,A⟩ ∈ Mが Oに対して badならば，ある ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩が存在して，
⟨s,B⟩は O に対して uglyとなる．

証明. 次のように ⟨s,B⟩ を構成する．x0 = A として，a0 を x0 の最小元とする．x1 ⊆ (x0 \ (a0 + 1)) を

[s ∪ {a0}, x1]
ω ⊆ Ōとなるものが存在すればそれを取る．存在しないとき x1 = (x0 \ (a0 + 1))とする．この

操作を繰り返して z = {ai | i ∈ ω} ∈ [ω]ω を得る．y = {ai ∈ z | [s ∪ {ai}, xi+1]
ω ⊆ Ō}とする．このとき

y ∈ [ω]ω または z \ y ∈ [ω]ω が成立する．y ∈ [ω]ω のとき，[s, y]ω ⊆ Ōとなり ⟨s,A⟩ ∈ Mが Oに対して bad

であることに矛盾．ゆえに z \ y ∈ [ω]ω となる．B = z \ y として取れば，⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩かつ ⟨s,B⟩は O
に対して uglyとなる．

補題 1.6. O をM の開集合とする．⟨s,A⟩ ∈ M が O に対して ugly ならば，ある ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩ が存在し
て，⟨s,B⟩は O に対して completely uglyとなる．

証明. 同様に各 n ∈ ωに対して，任意の t ⊆ {a0, . . . , an−1}において，⟨s∪t, xn⟩が uglyまたは [s∪t, xn]
ω ⊆ Ō

となるように xn を取れる．B = {an | n ∈ ω}とすれば，⟨s,B⟩は取り方より completely uglyとなる．

定理 1.7 (Mathias condition). φを強制言語で書かれた文とする．このとき任意の ⟨s,A⟩ ∈ Mに対して，あ
る B ∈ [A]ω が存在して ⟨s,B⟩ ∥ φを満たす．　

証明. 強制言語で書かれた文 φと ⟨s,A⟩ ∈ Mを任意に取る．Q1 = {q ∈ M | q ⊩ φ}，Q2 = {q ∈ M | q ⊩ ¬φ}
とする．Q1，Q2は開集合で，Q1∪Q2はMの稠密な部分集合である．Q1について ⟨s,A⟩が goodのとき，ある

⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩が存在して [s,B]ω ⊆ Q̄1 となる．これは ⟨s,B⟩ ⊩ φに他ならない．また Q1 について ⟨s,A⟩
が badのとき，ある ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩が存在して，⟨s,B⟩は completely uglyとなる．ゆえ [s,B]ω ∩ Q̄1 = ∅と
なる．このときある ⟨s,B′⟩ ≤ ⟨s,B⟩が存在して，[s,B′]ω ⊆ Q̄2 となり同様によい．

Mathias conditionから従う系として Mathias realの特徴が次である．Solovayモデルの中で ω が強い分

割の性質を持っていることは本質的に次を使っている．

定理 1.8. xを V 上のMathias realとする．このとき任意の y ∈ [x]ω はまた V 上のMathias realとなる．

証明. M の稠密開集合 D を任意に取る．　 D に対して，稠密性から各 ⟨s,A⟩ ∈ M は good である．D′ を

⟨s,A⟩ ∈ Mですべての t ⊆ sに対して [t, A]ω ⊆ D̄ を満たすもの全体の集合とする．まず定義より D′ は明ら

かにMの開集合である．
D′ がMで稠密であることを示す．D が稠密であったことから ⟨s,A⟩ ∈ D を任意に取る．sの部分集合の

数え上げを {ti | i < n+1}とする．Dは稠密開集合であるから，⟨t0, B0⟩で B0 ⊆ Aかつ [t0, B0]
ω ⊆ D̄とな

るようなものを取る．これを繰り返して各 i < nにおいて，⟨ti+1, Bi+1⟩でBi+1 ⊆ Biかつ [ti+1, Bi+1]
ω ⊆ D̄

となるようなものが取れる．B = Bn とすると ⟨s,B⟩ ∈ D′ かつ ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩となり D′ がMで稠密であ
ることがわかる．

xを V 上のMathias realとする．y ∈ [x]ω を任意に取る．D′ は稠密開集合かつ xは (V,M)-genericより，

2



ある ⟨s,A⟩ ∈ D′ で s ⊆ x ⊆ A∪ sとなるものが存在する．t = y ∩ sとすると t ⊆ y ⊆ A∪ tとなり，D′ の定

義より [t, A]ω ⊆ D̄ となる．よって y は D と交わる．D は任意であったから，y は V 上のMathias realで

あることがわかる．

また少し寄り道として Mathias forcing の性質を他にもみる．Mathias forcing は Cohen real を付加し

ない．

定義 1.9 (Laverの性質). F = {S : ω → [ω]<ω | ∀n ∈ ω(|S(n)| ≤ 2n)}とする．
半順序 P が Laver の性質を持つとは，任意の f ∈ ωω ∩ V と任意の ωω の元の P-name ġ に対して，

1 ⊩ ∀n ∈ ω(ġ(n) ≤ f̌(n))ならば 1 ⊩ ∃S ∈ F ∩ V̌ ∀n ∈ ω(ġ(n) ∈ S(n))が成立するときのことをいう．

命題 1.10. 半順序 Pが Laverの性質を持つとき，Pは Cohen realを付加しない．

証明. 半順序 Pが Laverの性質を持つと仮定する．V において ω の分割 {In | n ∈ ω}ですべての n ∈ ω に対

して，|In| = 2nかつ max(In) < min(In+1)を満たすものを固定しておく．

P-name ḣで 1 ⊩ ḣ ∈ 2ω となるものを任意に取る．これが Cohen realの P-nameでないことを示す．各

n ∈ ω に対して，Ḣ(n) = ḣ↾In とする．各 Ḣ(n) を 22n 以下の自然数の P-name としてコードし，それを

η(Ḣ(n)) とする．ġ(n) = η(Ḣ(n)) と定義する．このとき 1 ⊩ ∀n ∈ ω(ġ(n) ≤ 22n) が成立し，半順序 P が
Laverの性質を持つことから 1 ⊩ ∃S ∈ F ∩ V ∀n ∈ ω(ġ(n) ∈ S(n))が成立する．

ある p ∈ P と S ∈ F ∩ V において，p ⊩ ∀n ∈ ω(ġ(n) ∈ Š(n)) と仮定する．D = {q ∈ 2<ω | ∃k ∈
ω(Ik ⊆ dom(q) ∧ η(q↾Ik ) /∈ S(k))} とすると，これは 2<ω の稠密開集合である．また各 n ∈ ω に対して，

An = {x ∈ 2ω | η(x↾In ) ∈ S(n)} ⊆ 2ω とし，A =
∩

n∈ω An とする．このとき p ⊩ ∀n ∈ ω(ġ(n) ∈ Š(n))で

あることから p ⊩ ḣ ∈ Ǎが成立する．従って p ⊩ ∀n ∈ ω(ḣ↾n /∈ Ď)が成立することから ḣは Cohen realの

P-nameでない．

命題 1.11. Mathias forcingは Laverの性質を持つ．よって Cohen realを付加しない．

証明. F = {S : ω → [ω]<ω | ∀n ∈ ω(|S(n)| ≤ 2n)} とする．任意に f ∈ ωω ∩ V と ωω の元の P-name ġ

で 1 ⊩ ∀n ∈ ω(ġ(n) ≤ f(n)) となるものを取る．Mathias condition より，任意の ⟨s,A⟩ ∈ M と任意の
n ∈ ω に対して，ある ⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩とある k ∈ ω が存在して ⟨s,B⟩ ⊩ ġ(n) = k となることがわかる．任

意に ⟨s,A⟩ ∈ M を取る．次のようにして ġ を decide していく．まず A0 ⊆ A を ⟨s,A0⟩ ∥ ġ(0) となるよう

に取る．S(0) = {k ≤ f(0) | ⟨s,A0⟩ ⊩ ġ(0) = k} とする．a0 を A0 の最小元とし，A1 ⊆ (A0 \ (a0 + 1))

を ⟨s ∪ {a0, A1⟩ ∥ ġ(1) となるように取る．これを繰り返して，各 n ∈ ω に対し，an を An の最小元とし

An+1 ⊆ (An \ (an + 1)) をすべての ā ⊆ {a0, . . . , an} に対して，⟨s ∪ ā, An+1⟩ ∥ ġ(n + 1) となるように取

る．S(n + 1) を k ≤ f(n + 1) である ā ⊆ {a0, . . . , an} が存在して，⟨s ∪ ā, An+1⟩ ⊩ ġ(n + 1) = k とな

るようなものの全体の集合とする．取り方より |S(n + 1)| ≤ 2n+1 である．構成より S ∈ F ∩ V である．

B = {an | n ∈ ω} ∈ [ω]ω とすると，⟨s,B⟩ ≤ ⟨s,A⟩かつ各 n ∈ ω に対して ⟨s,B⟩ ⊩ ġ(n) ∈ Š(n)が成立す

る．

さらにMathias forcingは properである．

命題 1.12. Mathias forcingは proper

証明. 正則基数 λ を十分大きく取る．任意に可算初等部分構造 N ≺ Hλ で M ∈ N なるものを取る．任意
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に ⟨s,A⟩ ∈ M ∩N を取る．N は可算であるから N 上のMathias real x ∈ [s,A]ω ∩ V が取れる．このとき

⟨s, x \ s⟩ ≤ ⟨s,A⟩かつ ⟨s, x \ s⟩は (N,M)-genericとなっている．

系 1.13. Mathias forcingは ℵ1 を保存する．

2 Solovayモデル

次のような分割の性質を考える．

定義 2.1. Y ⊆ [ω]ω が Ramseyであるとは，ある x ∈ [ω]ω が存在して [x]ω ⊆ Y または [x]ω ∩ Y = ∅が成立
することをいう．

定義から ω −→ (ω)ω2 はすべての Y ⊆ [ω]ω が Ramseyであることと同値である．

命題 2.2. ZFC において ω −→ (ω)ω2 は成立しない．

証明. 無限集合X ⊆ ω に対して，X∗ をX との対称差が有限集合となる ω の部分集合の同値類の代表元とし

固定しておく．このとき Y = {X ∈ [ω]ω | |X △X∗|が偶数 }とすると，これは Ramseyでない．

選択公理があると ω −→ (ω)ω2 は成立しないが，Solovayモデルにおいては成立することが次から分かる．

定義 2.3. 集合 X が ωON-定義可能であるとは，ある a ∈ ωONと論理式 φ(v1, v2)が存在して次が成立する

ことである．
y ∈ X ↔ φ[a, y]

定理 2.4 (Mathias). κを到達不能基数とする．Gを (V,Coll(ω,<κ))-genericとする．このときある V [G]

の内部モデルで次を満たすようなものが存在する．

1. ω −→ (ω)ω2

2. DC

これは次を示せばよいことがわかる．

定理 2.5. κを到達不能基数とし，Gを (V,Coll(ω,<κ))-genericとする．このとき V [G]においてすべての
ωON-定義可能な [ω]ω の部分集合は Ramseyである．

証明. 任意に ωON-定義可能な [ω]ω の部分集合 Y を取る．a ∈ ωONと論理式 φ(v1, v2)を次を満たすように

取る．
y ∈ Y ↔ V [a][y] |= φ[a, y]

V [a]の中でMathias forcing Mを考える．ẋをMathias realの canonical nameとする．Mathias conditon

よりある ⟨∅, A⟩ ∈ Mが存在して，⟨∅, A⟩ ∥ φ(ǎ, ẋ)を満たす．⟨∅, A⟩ ⊩ φ(ǎ, ẋ)と仮定する．V [G]での ℵ1 は

V [a]の中で到達不能基数となっているから，V [G]において ⟨∅, A⟩を含む genericを取ることにより V [a]上の

Mathias real x ⊆ Aが存在することがわかる．y ∈ [x]ω を任意に取る．このとき yは V [a]上のMathias real

で ⟨∅, A⟩ ⊩ φ(ǎ, ẋ) かつ y ⊆ A であることから V [a][y] |= φ[a, y] が成立することがわかる．ゆえ y ∈ Y．

y ∈ [x]ω は任意であったことから [x]ω ⊆ Y つまり Y は Ramseyである．⟨∅, A⟩ ⊩ ¬φ(ǎ, ẋ)のときも同様で
ある．
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命題 2.6 (ZF + DC). L(R)において DCが成立する．

このことから L(R)V [G] が ZF＋ DC+ ω −→ (ω)ω2 のモデルになっていることがわかる．

系 2.7. Con(ZFC + ∃κ : 到達不能基数) → Con(ZF + DC+ ω −→ (ω)ω2 )

Solovayモデルの中では ω 上に強い分割の性質が乗っていることをみた．またこの L(R)V [G] では次も成立

している．

1. すべての実数の集合は Lebesgue可測．

2. すべての実数の集合は Baireの性質を持つ．

3. すべての実数の集合は完全集合の性質を持つ．

3 決定性

ω −→ (ω)ω2 は実数の集合の正則性だと思える．実際に決定性公理のもとでこのような正則性は成立するか

という問題に関していくつかの結果がある．それらを紹介して終えるとする．

定理 3.1 (Prikry). ADR を仮定すると ω −→ (ω)ω2 が成立する．

定理 3.2. AD+ V = L(R)を仮定すると ω −→ (ω)ω2 が成立する．

ω −→ (ω)ω2 が ADからの帰結になるかどうかは未解決である．
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