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Moschovakis’ scale constructionについての簡単なまとめ．

1 Periodicity

定義 1.1.

• pointset P に対して, P 上の normの列 φ⃗ = 〈φn | n ∈ ω〉を P 上の putative scaleという.

• P 内の列 〈xn | n ∈ ω〉に対して,
xn → x mod φ⃗

とは limxn = xかつ各 n ∈ ω に対して φn(x0), φn(x1), . . . が収束するときのことをいう.

• P 上の putative scale φ⃗が semi-scaleであるとは次が成立するときのことをいう.

xn → x mod φ⃗ ⇒ x ∈ P

• P 上の putative scale φ⃗が scaleであるとは φ⃗は semi-scaleかつ任意の i ∈ ω に対して次が成立する

ときのことをいう. *1

xn → x mod φ⃗ ⇒ φi(x) ≤ lim
n
φi(xn)

Moschovakisの Periodicity theoremにおいては次の 2種類の scale constructionが重要であった．証明は

しないが概要だけ述べておく．pointset P ⊆ R× Rに対して次のように定める．

Q(x) ⇔ ∃αP (x, α)

φ0, . . . , φn を P 上の normとする．Q上の norm ψn = inf{φ0, . . . , φn}を次のように定義する．

ψn(x) = inf{〈φ0(x, α), α(0), . . . , φn(x, α), α(n)〉 | P (x, α)}

このようにして P 上の putative scale φ⃗ = 〈φn | n ∈ ω〉に対して，Q上の putative scale ψ⃗ = inf φ⃗が定義

できる．

補題 1.2. P , Q, φ⃗, ψ⃗ を上と同じとする. このとき次が成立する.

1. Q内の列 〈xn | n ∈ ω〉が
xn → x mod ψ⃗

*1 この条件を φn は φ⃗に対して lower semi-continuousという．
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を満たすと仮定する. このとき部分列 x∗k = xnk
と α, 〈αn | n ∈ ω〉が存在して任意の k ∈ ω に対して

P (x∗k, αk)かつ次が成立する.
〈x∗k, αk〉 → 〈x, α〉 mod φ⃗

2. φ⃗が semi-scaleかつ i = 0, . . . ,mに対して φi が φ⃗に対して lower semi-continuousとする. このとき

ψn は ψ⃗ に対して lower semi-continuous. 特に φ⃗が scaleならば ψ⃗ は scale.

また今度は pointset P ⊆ R× Rに対して次のように定める．

Q(x) ⇔ ∀αP (x, α)

φ⃗を P 上の putative scaleとする．ω<ω の標準的な数え上げ 〈rn | n ∈ ω〉を固定する．n ∈ ω と x, y ∈ Rに
対して Gn(x, y)を Iが α′, IIが β′ を playしたとき，α = rnˆα

′, β = rnˆβ
′ に対して次のように定義する．

II wins ⇔ 〈φ0(x, α), . . . , φn(x, α)〉 ≤ 〈φ0(y, β), . . . , φn(y, β)〉

十分な決定性を仮定する．このとき

x ≤n y ⇔ x, y ∈ R ∧ II wins Gn(x, y)

と定義するとこれは pwoとなる．各 n ∈ ω について Q上の norm ψn = sup{φ0, . . . , φn}を ≤n のランク関

数として定義することで Q上の putative scale ψ⃗ = sup φ⃗を得る．

補題 1.3. P , Q, φ⃗, ψ⃗ を上と同じとする. Γを adequate pointclassとし Det(∆)を仮定する. 各 i ∈ ω につ

いて φi が Γ-normであるとき次が成立する.

1. Q内の列 〈xn | n ∈ ω〉が
xn → x mod ψ⃗

を満たすと仮定する. このとき任意の αに対して部分列 x∗k = xnk
と 〈αn | n ∈ ω〉が存在して任意の

k ∈ ω に対して P (x∗k, αk)かつ次が成立する.

〈x∗k, αk〉 → 〈x, α〉 mod φ⃗

2. φ⃗が semi-scaleかつ i = 0, . . . ,mに対して φi が φ⃗に対して lower semi-continuousとする. このとき

ψn は ψ⃗ に対して lower semi-continuous. 特に φ⃗が scaleならば ψ⃗ は scale.

2 Scales on coinductive sets

Q ⊆ Rを coinductive setとする．このとき算術的な関係 Rが存在して次を満たす．

Q(x) ⇔ ((∃α0)(∀α1)(∃α2) . . . )(∀t)R(x̄(t), 〈ᾱ0(t), . . . , ᾱt−1(t)〉)

ただし ᾱ(n) = 〈α(0), . . . , α(n − 1) とする．Σ∗
0 を inductive set と coinductive set のブール結合からなる

pointclassとする．n ≥ 1の対して Σ∗
n を射影階層と同様に定義する．

定理 2.1 (Det
(∪

n∈ω Σ∗
n

)
). 任意の coinductive set Qに対して (

∪
n∈ω Σ∗

n)-scale ψ⃗ が存在する.*2

*2 さらにそれぞれの normの definabilityは
∪
n∈ω Σ∗

n の中で cofinalとなっている. また [1]においてはそれぞれ ψi がΣ∗
n-norm

で取れると書いてあるが分からない.
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Proof.
Q(x) ⇔ ((∃α0)(∀α1)(∃α2) . . . )(∀t)R(x̄(t), 〈ᾱ0(t), . . . , ᾱt−1(t)〉)

となるような Rを取る. nが偶数のとき,

Qn(x, α0, . . . , αn−1) ⇔ ((∃αn)(∀αn+1)(∃αn+2) . . . )(∀t)R(x̄(t), 〈ᾱ0(t), . . . , ᾱt−1(t)〉)

と定義する. これは coinductiveとなる. nが奇数のとき,

Qn(x, α0, . . . , αn−1) ⇔ ∀αnQn+1(x, α0, . . . , αn−1, αn)

と定義する. 各 n ∈ ω に対して Qn 上の putative scale ψ⃗n = 〈ψn
i | i ∈ ω〉を次のように定義する.

n が偶数かつ i = 0 の場合, Qn(x, α⃗) のとき ψn
0 (x, α⃗) = 0 と定義する. これは Σ∗

0-norm となる. n が奇

数の場合, Qn = ∀RQn+1 が成立している. 〈ψn+1
j | j ≤ i〉まで構成したとき ψn

i = sup{ψn+1
0 , . . . , ψn+1

i }と
定義する. n が偶数かつ i > 0 の場合, Qn = ∃RQn+1 が成立している. 〈ψn+1

j | j < i〉 まで構成したとき
ψn
i = inf{ψn+1

0 , . . . , ψn+1
i−1 }と定義する.

definabilityの計算� �
nが偶数かつ i > 0の場合.

x ≤ψn
i
y

⇔ x ∈ Qn ∧ ∀α∃β⟨ψn+1
0 (x, β), β(0), . . . , ψn+1

i−1 (x, β), β(i− 1)⟩ ≤ ⟨ψn+1
0 (y, α), α(0), . . . , ψn+1

i−1 (y, α), α(i− 1)⟩

⇔ x ∈ Qn ∧ ∃β∀α¬
(
⟨ψn+1

0 (y, α), α(0), . . . , ψn+1
i−1 (y, α), α(i− 1)⟩ < ⟨ψn+1

0 (x, β), β(0), . . . , ψn+1
i−1 (x, β), β(i− 1)⟩

)
nが奇数かつ i > 0の場合.

x ≤ψn
i
y

⇔ x ∈ Qn ∧ ∀σ∃β⟨ψn+1
0 (x, riˆσ ∗ [β]), . . . , ψn+1

i (z, riˆσ ∗ [β])⟩ ≤ ⟨ψn+1
0 (y, riˆβ), . . . , ψ

n+1
i (y, riˆβ)⟩

⇔ x ∈ Qn ∧ ∃τ∀β¬(⟨ψn+1
0 (y, riˆβ), . . . , ψ

n+1
i (y, riˆβ)⟩ < ⟨ψn+1

0 (x, riˆτ ∗ [β]), . . . , ψn+1
i (z, riˆτ ∗ [β])⟩)

上のようになるので definabilityは
∪

n∈ω Σ∗
n で収まる.� �

次に ψ⃗0 が Q上の scaleとなっていることを示す. lower semi-continuityは補題 1.2と補題 1.3から帰納的に

すぐ示せるので semiscaleであることを示せば十分. Q内の列 〈xn | n ∈ ω〉を

xn → x mod ψ⃗0

を満たすように取る. ((∃α0)(∀α1)(∃α2) . . . )(∀t)R(x̄(t), 〈ᾱ0(t), . . . , ᾱt−1(t)〉)であることを示せばよい. 補題

1.2より 〈xn | n ∈ ω〉の部分列 〈x0n | n ∈ ω〉と α0, 〈α0
0,n | n ∈ ω〉を次を満たすように取る. *3

〈x0n, α0
0,n〉 → 〈x, α0〉 mod ψ⃗1

α1 が任意に与えられたとする. 補題 1.3 より 〈〈x0n, α0
0,n〉 | n ∈ ω〉 の部分列 〈〈x1n, α1

0,n | n ∈ ω〉 と
〈α1

1,n | n ∈ ω〉を次を満たすように取る.

〈x1n, α1
0,n, α

1
1,n〉 → 〈x, α0, α1〉 mod ψ⃗2

*3 正確には inf ψ⃗1 と ψ⃗0 は異なるが, mod ψ⃗0 で収束しているならば mod inf ψ⃗1 でも収束が言えるので補題 1.2と同様のこと
ができる.
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今度は補題 1.2 を使って部分列と α2 を取る. この操作を繰り返す. このとき構成より各 n,m ∈ ω に対して

Qn(x
n−1
m , αn−1

0,m , . . . , αn−1
n−1,m) が成立する. t = n を考えると R(x̄n−1

m (n), 〈ᾱn−1
0,m (n), . . . , ᾱn−1

n−1,m(n)) が成立

する.
〈xn−1

m , αn−1
0,m , . . . , αn−1

n−1,m〉 → 〈x, α0, . . . , αn−1〉

であることから各 n ∈ ω について R(x̄(n), 〈ᾱ0(n), . . . , ᾱn−1(n)〉)が成立する. よって示された.

上の構成をMoschovakis’ scale constructionと呼ぶ．Scaleとなることの証明はややこしいが要するに十分

な決定性の元で
Q(x) ⇔ ((∃α0)(∀α1)(∃α2) . . . )(∀t)R(x̄(t), 〈ᾱ0(t), . . . , ᾱt−1(t)〉)

のような表示を持つ pointsetは補題 1.2と補題 1.3を用いることで scaleを乗せることができるという話であ

る．この表示が次の closed game representationのアイデアの 1つになっている．

3 Scales in L(R)
Rω と R の recursive homeomorphism を 1 つ固定しておく．順序数 α を固定する．各 x ∈ R に対して

player Iは実数と α未満の順序数をプレイし，player IIは実数をプレイするゲーム Gx を考える.

定義 3.1. αを順序数とする. 写像 (x 7→ Gx)が closed and continuousであるとはある ω × ω × α上の木 T

が存在して, 各 x ∈ Rに対して Gx を player Iの payoffが [T (x)]*4であるときのことをいう.

定義 3.2. P ⊆ R に対して写像 (x 7→ Gx) が P の closed game representation であるとは (x 7→ Gx) が

closed and continuousかつ

P (x) ⇔ I has a winning quasi-strategy in Gx

を満たすときのことをいう.

十分な決定性を仮定する．P が closed game representation (x 7→ Gx) を持つとする．このとき

Moschovakis’ scale constructionによって P に scaleが乗ることを示す．実際 P は次を満たしている．

P (x) ⇔ ((∃x0)(β0)(∀x1)(∃x2)(∃β1)(∀x3) . . . )(x, 〈xn | n ∈ ω〉∗, 〈βn | n ∈ ω〉) ∈ [T ]

⇔ ((∃x0)(β0)(∀x1)(∃x2)(∃β1)(∀x3) . . . )(∀n ∈ ω)(x ↾n, 〈xn | n ∈ ω〉∗ ↾n, 〈βn | n ∈ ω〉 ↾n) ∈ T

各 k ∈ ω について Pk(x, u) であるとは u は player I が Gx での winning quasi-strategy 従ったときの長

さ k の position であるときと定義する．このとき P = P0 である．各 k ∈ ω に対して Pk(x, u) ならば

φk
0(x, u) = 0と定義する．

φk
i+1 =


sup{φk+1

0 , . . . , φk+1
i } if Pk(x, u) ⇔ ∀yPk+1(x, uˆ〈y〉)

inf{φk+1
0 , . . . , φk+1

i } if Pk(x, u) ⇔ ∃yPk+1(x, uˆ〈y〉)

〈β, φk+1
0 (x, uˆ〈β〉), . . . , φk+1

i (x, uˆ〈β〉)〉 if Pk(x, u) ⇔ ∃βPk+1(x, uˆ〈β〉)
and β is the least such one

このとき補題 1.2，補題 1.3がほぼ同様に成り立つことから φ⃗k は Pk 上の scaleである．

補題 3.3. ⅁RΠ1
1 集合は closed game representationを持つ.

*4 recursive homeomorphismで同一視している.

4



補題 3.4. ⅁RΠ1
1 = Σ1(L(R), {R}).

定理 3.5. Det(L(R))を仮定する. このとき Σ1(L(R), {R})と Σ1(L(R), {R} ∪ R)は scale propertyを持つ.

Proof. P を Σ1(L(R), {R})とする. ∆1(L(R), {R})な (〈x, α〉 7→ G∗
x,α)*

5を

P (x) ⇔ ∃α(I has a winning quasi-strategy in G∗
x,α)

を満たすように取る. Pα を

Pα(x) ⇔ I has a winning quasi-strategy in G∗
x,α

と定義する. このときMoschovakis’ scale constructionとその定義の一様性から (α 7→ ψ⃗α)が∆1(L(R), {R})
で取れる. ただし ψ⃗α は Pα 上の scaleである. x ∈ P に対して φ⃗を次のように定義する.

φ0(x) = min{α | Pα(x)}

φn+1(x) = 〈φ0(x), ψ
φ0(x)
n (x)〉

これは Σ1(L(R), {R})-scaleとなっている.

definabilityの計算� �
場合分けを書けばよいので個々のケースの definabilityの計算をする.

x ≤φ0 y ⇔ ∀α ∈ ON(¬ψα
0 (y) = 0 ∨ ψα

0 (x))

⇔ ∃α ∈ ON(ψα
0 (x) = 0 ∧ ∀β ∈ α(y /∈ dom(ψβ

0 )))

n > 0の場合.

x ≤φn y ⇔(φ0(x) = φ0(y) ∧ ψφ0(x)
n−1 (x) = ψ

φ0(y)
n−1 (y))

∨ (φ0(x) < φ0(y)) ∨ (φ0(x) = φ0(y) ∧ ψφ0(x)
n−1 (x) < ψ

φ0(y)
n−1 (y))

あとは簡単にわかる.� �
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*5 Π1
1 から定まる木は論理式に埋め込んでおけばよい.
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