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1 Forking and Dividing

この章では断りのない限り T は可算完全で無限モデルを持つと仮定して議論する.

T の monster modelを Cを固定する. *1

補題 1.1 (The Standard lemma). Aを集合, I を tupleの無限列, J を全順序集合とする.

このとき J で順序づけられた A-indiscernibleで EM(I/A)を実現するものが存在する.

EM(I/A)というのは L(A)-論理式 φで

C |= φ(ai1 , . . . , ain) for all ai1 < · · · < ain ∈ I

を満たすもの全体からなるタイプであった.

定義 1.2 (Dividing). b ∈ Cとする. *2

• 論理式 φ(x, b)が k ∈ ω に関して A上 divideする*3とはある列 (bi)i∈ω が存在して次を満たすことを

いう.

1. tp(bi/A) = tp(b/A) for all i ∈ ω
2. (φ(x, bi))i∈ω is k-inconsistent*4

• 論理式の集合 π(x)に対して, π(x)が A上 divideするとはある b ∈ Cと論理式 φ(x, y)が存在して次

を満たすことをいう.

1. π(x) |= φ(x, b)

2. φ(x, b)は A上 divideする

Dividingの基本的な性質を次で示す.*5

命題 1.3. φ(x, a) |= ψ(x, b)とし, ψ(x, b)が A上 divideすると仮定する.

*1 集合論的な細かいことは気にしない.
*2 bは tupleでも問題ない.
*3 k が明示されてないときは for some k ∈ ω とする.
*4 思い出しておくと論理式の集合が k-inconsistentとは任意に k 個取り出してくると inconsistentになることだった.
*5 本文中ではあっさり書かれているが重要だと思う.
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このとき φ(x, a)は A上 divideする.

証明. ψ(x, b)は A上 divideすることより, (bi)i∈ω を witnessとして取る.

各 i ∈ ω について,
tp(a/A) ∪ {∀x(φ(x, y)→ ψ(x, bi))} ∪ T

を考える. *6これは有限充足可能である.

実際 ∆(y) ⊆fin tp(a/A)を取ると, ∃y(
∧
∆(y) ∧ ∀(φ(x, y) → ψ(x, z)) ∈ tp(b/A) = tp(bi/A)より, z = bi

に対する witness ai をそれぞれ取れば良い.

よって各 i ∈ ω での実現 (ai)i∈ω を取ると構成より φ(x, a)が A上 divideすることの witnessとなる.

系 1.4. φが A上 divideすることと {φ}が A上 divideすることは同値.

命題 1.5. π(x)を論理式の集合とする.

π(x)が A上 divideするならば, ある∆ ⊆fin π(x)が存在して φ ≡
∧
∆は A上 divideする.

論理式の集合が divideしているとき, そこから有限個取ってきて dividingを考えれば良いことは以降よく

使う.

命題 1.6. A ⊆ B とし, φ(x, b) が A 上 divide すると仮定する. このとき B の A-conjugate B̄ が存在して

φ(x, b)は B̄ 上 divideする.

証明. I = (bi)i∈ωをwitnessとして取る. The Standard lemmaでB-indiscernible J = (ci)i∈ωを tp(J/A) =

tp(I/A)となるように取る. 自己同型 σ ∈ Aut(C/A) : J 7→ I を考えれば良い.

例 1.7. DLOにおいて, φ(x, a, b) ≡ ”a < x < b” divides over ∅ w.r.t. 2.

補題 1.8. π(x, b)を論理式の集合とする. 次は同値.

1. π(x, b)は A上 divideする.

2. ある A-indiscernible (bi)i∈ω が存在して次を満たす.

• tp(b0/A) = tp(b/A)

•
∪

i∈ω π(x, bi) is inconsistent

3. ある A-indiscernible (bi)i∈ω が存在して次を満たす.

• b0 = b

•
∪

i∈ω π(x, bi) is inconsistent

証明. (1→ 2) π(x, b)が k ∈ ω に関して A上 divideすると仮定する. π(x, b)から有限個取ってきて φ(x, b)

が k ∈ ω に関して A上 divideするとして良い.

(bi)i∈ω を dividingの条件を満たすように取る. つまり

• tp(bi/A) = tp(b/A)

• {φ(x, bi) | i ∈ ω} is k-inconsistent

を満たすように取る. The Standard lemmaより一般性を損なうことなく (bi)i∈ω は A-indiscernibleとして

*6 自由変数は y で揃えている.
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良い.

このとき
∪

i∈ω π(x, bi)は inconsistent.

(2 → 1) A-indiscernible (bi)i∈ω を仮定の条件を満たすように取る.
∪

i∈ω π(x, bi) は inconsistent より,

π(x, b) からその witness を有限個取りそれを φ(x, b) とする. 取り方から Σ(x) = {φ(x, bi) | i ∈ ω} は
inconsitent. indiscernibilityと compactnessより Σ(x) = {φ(x, bi) | i ∈ ω}は k-inconsistent.

(3→ 2)　良い.

(2→ 3) 自己同型 σ ∈ Aut(C/A) : b0 7→ bを考えれば良い.

系 1.9. 次は同値.

1. tp(a/Ab)は A上 divideしない.

2. 任意の A-indiscernible I で b を含むものに対して, ある Aa-indiscernible J が存在して tp(J/Ab) =

tp(I/Ab)を満たす.

3. 任意の A-indiscernible I で bを含むものに対して, ある āが存在して tp(ā/Ab) = tp(a/Ab)かつ I は

Aā-indiscernibleとなる.

4. 任意の A-indiscernible I で b を含むものに対して, ある ā と Aā-indiscernible J が存在して

tp(ā/Ab) = tp(a/Ab)かつ tp(I/Ab) = tp(J/Ab)を満たす.

証明. (2→ 3) A-indiscernible I で bを含むものを任意に取る. 仮定より Aa-indiscernible J で tp(J/Ab) =

tp(I/Ab) を満たすものを取る. 自己同型 σ ∈ Aut(C/Ab) : J 7→ I を取り, ā = σ(a) とする. このとき I は

Aā-indiscernibleかつ tp(ā/Ab) = tp(a/Ab)を満たす.

(3 → 2) A-indiscernible I で b を含むものを任意に取る. 仮定より ā を tp(ā/Ab) = tp(a/Ab) かつ I は

Aā-indiscernible となるように取る. 自己同型 σ ∈ Aut(C/Ab) : ā 7→ a となるように取り, J = σ”I とする.

このとき J は Aa-indiscernibleかつ tp(I/Ab) = tp(J/Ab)を満たす.

(2, 3→ 4) はい.　

(4→ 2, 3) 今までのように自己同型で移す.

(1→ 4) A-indiscernible I で bを含むものを任意に取る. bi0 = bとする. p(x, y) = tp(ab/A)とする.

tp(a/Ab)は A上 divideしないことと前補題より
∪

i∈I p(x, bi)は consistent. よって āをその実現とする.

The Standard lemmaを用いて K = (ci)i∈I を Aā-indiscernibleかつ K は EM(I/Aā)を実現するように

取る. |= p(ā, ci0)より, 自己同型 σ ∈ Aut(C/Aā) : ci0 7→ bを取る. J = σ”K とすると Aā-indiscernibleか

つ tp(J/Ab) = tp(I/Ab)を満たす.

(2 → 1) 　 tp(a/Ab) が A 上 divide すると仮定して矛盾を導く. π(x, y) = tp(ab/A) とする. 前補題より

A-indiscernible I = (bi)i∈ω を b0 = bかつ
∪

i∈ω π(x, bi)は inconsistentとなるように取る.

仮定よりある āが存在して tp(ā/Ab) = tp(a/Ab)かつ I は Aā-indiscernibleとなる. |= tp(ab/A)[ā, b]と

なり, indiscernibilityから
∪

i∈ω π(ā, bi)は consistent. Contradiction.

例 1.10. a /∈ acl(A)とする. このとき tp(a/Aa)は A上 divideする.

証明. a /∈ acl(A)より aの A-conjugate (ai)i∈ω を取る.

φ(x, a) ≡ ”x = a”を考えると tp(a/A) = tp(ai/A)かつ (φ(x, ai))i∈ω は 2-inconsitentとなる.

例 1.11. π(x)を acl(A)上で定義された無矛盾な論理式の集合とする. このとき π(x)は A上 divideしない.
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証明. π(x)が A上 divideすると仮定して矛盾を導く. π(x)から有限個取ってきて φ(x, b) divides over Aと

して良い. このとき仮定より b ∈ acl(A)となる.

Dividingの witnessを (bi)i∈ω を取る. The Standard lemmaより (bi)i∈ω は A-indiscernibleとして良い.

bは A上代数的より, ψ(x)を bを実現としてもつ A上の algebraic formulaとする. このとき全ての i ∈ ω に
対して ψ(x) ∈ tp(b/A) = tp(bi/A)が成立する. ψ(x)の取り方と indiscernibilityから b = bi for all i ∈ ω.
よって φ(x, b)は inconsistentとなり, π(x)の取り方に矛盾.

命題 1.12. A ⊆ B とする. tp(a/B)が A上 divideしないとし, tp(c/Ba)は Aa上 divideしないと仮定する.

このとき tp(ac/B)は A上 divideしない.

証明. bを B の元からなる finite tupleとする. I を infinite A-indiscernibleで bを含むものとする.

tp(a/B) doesn’t divide over A より, Aa-indiscernible J で tp(J/Ab) = tp(I/Ab) を取る. このとき

”x = b” ∈ tp(I/Ab) = tp(J/Ab)より, J はまた bを含む.

また tp(c/Ba) doesn’t divide over Aaより Aac-indiscernible K で tp(K/Aab) = tp(J/Aab)を満たすも

のを取る. よって tp(ac/B)は A上 divideしない.

Forkingを定義する.

定義 1.13 (Forking). π(x)を論理式の集合とする. π(x)が A上 forkするとはある論理式 φl(x) (l < d ∈ ω)
が存在して次を満たすことをいう.

• π(x) |=
∨

l<d φl(x)

• φl(x)は A上 divideする

明らかに Dividing の方が Forking より強い. 逆は一般には成立しない*7が, あとで定義される simple

theoryではこれらが一致する. *8

余談 1.

• Divideは「分かれる」という意味がある.

• Forkは「分岐する」という意味がある.

命題 1.14 (Non-forking is closed). p ∈ S(B)が A上 forkすると仮定する.

このときある φ ∈ pが存在して, 任意の q ∈ S(B)に対して φ ∈ q ならば q は A上 forkする.

証明. p |=
∨

l<d φl とすると compactnessよりある π ⊆fin pが存在して π |=
∨

l<d φl が成立する. φ =
∧
π

とすれば良い.

系 1.15. p ∈ S(B)が A上 forkすると仮定する. このときある B0 ⊆fin B が存在して p ↾ AB0 は A上 fork

する.

補題 1.16. 論理式の集合 π は Aで有限充足可能とする. このとき π は A上 forkしない.

証明. そうではないと仮定して矛盾を導く. π |=
∨

l<d φl(x)とする. このときある l < d存在して φl(x)は A

*7 有理数上の cyclic orderとか考えるとダメ.
*8 いい話.
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での実現を持つ. これは φl(x)が A上 divideすることに矛盾.

補題 1.17. A ⊆ B とし, π を B 上の partial typeとする. また π は A上 forkしないと仮定する.

このとき π の拡張 p ∈ S(B)が存在して pは A上 forkしない.

証明. pを π を含む L(B)-論理式の集合で A上 forkしないもので極大なものとすれば良い.

2 Simple theory

この章では断りのない限り T は可算完全で無限モデルを持つと仮定して議論する.

定義 2.1 (Simple).

• 論理式 φ(x, y)が k-TP*9を持つとはある (as | ∅ 6= in<ωω)が存在して次を満たすことをいう.

1. 任意の s ∈ <ωω について, {φ(x, as^⟨i⟩) | i ∈ ω}は k-inconsitent

2. 任意の σ ∈ ωω について, {φ(x, as) | ∅ 6= s ⊏ σ}は consitent

• theory T が simpleであるとは TPを持つ論理式が存在しないときのことをいう.

TP を考えるときはパラメタなしの論理式を考えれば十分である. totally transcendental なら simple で

ある.

次の dividing sequenceの概念は有用である.

定義 2.2. ∆をパラメタなし論理式の有限集合とする. δ を順序数とする.

このとき (φi(x, ai) | i < δ)が A上の∆-k-dividing sequenceであるとは次を満たすことをいう.

• φi(x, y) ∈ ∆

• φi(x, ai)は k に関して A ∪ {aj | j < i}上 divideする

• {φi(x, ai) | i < δ}は consistent

δ を dividing sequenceの長さという.

Dividing sequenceを使って TPを特徴付けることができる.

補題 2.3.

1. φが k-TPを持つと仮定する. このとき任意のAと δについて,長さ δのA上の φ-k-dividing sequence

が存在する.

2. 長さが無限の ∅上の ∆-k-dividing sequenceが存在すると仮定する. このときある φ ∈ ∆が存在して,

φは k-TPを持つ.

証明. (1) φが k-TPを持つとする. δ が極限順序数のときのみ考えれば十分である. *10compactnessから任

意の κ ∈ ONについて, (as | ∅ 6= s ∈ <δκ)が存在して次を満たす.

*9 tree property
*10 短くすればいい
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• 任意の s ∈ <δκについて, {φ(x, as^⟨i⟩) | i < κ}は k-inconsistent

• 任意の σ ∈ δκについて, {φ(x, as) | ∅ 6= s ⊏ σ}は consitent

正則基数 κを κ > 2max{|T |,|A|,δ} となるように十分大きく取る. infinite path σ ∈ δκを全ての s ⊏ σ につい

て, A ∪ {at | t v s}上の as^⟨i⟩ のタイプが等しくなるような i < κが無限個存在するように取る.

これは κが十分大きいことから帰納的に構成すれば良い.

このような σ に対して, 構成より (φ(x, aσ↾i+1 | i < δ))は A上の φ-k-dividing sequenceとなる.*11

(2) (φi(x, ai) | i ∈ ω)を ∅上の ∆-k-dividing sequenceとする. ∆は有限より (φ(x, ai) | i ∈ ω)を ∅上の
φ-k-dividing sequenceとして良い. φが k-TPを持つことを示す.

各 i ∈ ω について, (ani )n∈ω を φ(x, ai)が kに関して {aj | j < i}上 divideすることの witnessとして取り

固定する. つまり各 i ∈ ω について次が成立している.

• tp(ani /{aj | j < i}) = tp(ai/{aj | j < i}) for all n ∈ ω
• {φ(x, ani | n ∈ ω}は k-inconsistent

(bs | ∅ 6= s ∈ <ωω)を次のように帰納的に構成する. s ∈ i+1ω に対して, b̄ = (bs↾1, . . . , bs↾i)まで定義したと

する. さらに tp(a0, . . . , ai−1) = tp(b̄)を満たすと仮定する. 自己同型 σ ∈ Aut(C) : (a0, . . . , ai−1) 7→ b̄を取

り, bs = σ(a
s(i)
i )とする.

構成より (bs | ∅ 6= s ∈ <ωω)は求めるものとなっている.

命題 2.4. T を simpleとする. ∆を論理式の有限集合, k ∈ ω とする.

このとき ∆-k-dividing sequenceの長さは有限の上限を持つ.

証明. そうではないと仮定して矛盾を導く. 長さ無限の ∅ 上の ∆-k-dividing sequence を構成する. ∆ =

{φ1, . . . , φl}とする.

サイズの議論により f ∈ ω∆ を任意の m ∈ ω について f ↾ m の順で ∅ 上の ∆-k-dividing sequence が存

在するように取る. *12定数記号 c, a0, . . . , an, . . . (n ∈ ω), a0n, . . . , ain, . . . (n ∈ ω, i ∈ ω)を用意する. 次の

theoryを考える. *13

• T
• {φf(n)(c, an) | n ∈ ω}
• tp(ain/{a0, . . . , an−1) = tp(an/{a0, . . . , an−1) for each n ∈ ω, i ∈ ω
• {φ(x, ain) | i ∈ ω} is k-inconsistent for each n ∈ ω

これは仮定より有限充足可能. 実際有限個取ってきたとき十分長い f ↾ m の順に論理式が並んだ ∅ 上の
∆-k-dividing sequenceを取り解釈をそれに当てれば良い.*14

よって compactnessより欲しいものが得られる.

命題 2.5. T は無限完全で無限モデルを持つ theoryとする. 次は同値.

*11 i+ 1で切っているところが効いている
*12 compactnessを使いたいので dividing sequenceに出てくる論理式をあらかじめ決めておく
*13 長いので箇条書きで書いている
*14 このために f を取った
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1. T は simple.

2. 任意の B と任意の p ∈ Sn(B) についてある A ⊆ B が存在して, |A| ≤ |T | かつ p は A 上 divide し

ない.

3. ある順序数 κが存在して, 任意のM |= T と任意の p ∈ Sn(M)に対してある A ∈ [M ]≤κ が存在して,

pは A上 divideしない.

証明. (2→ 3) 良い.

(1→ 2) まず p ∈ Sn(B)は B 上 divideしないことより |B| > |T |のときを考えれば十分である.

そうではないと仮定して矛盾を導く. 仮定より B と p ∈ Sn(B)を取る. 帰納的に列 (φi(x, bi))i<|T |+ を次

のように構成する.

• 各 φi は pに属す論理式

• φi(x, bi)は k に関して {bj | j < i}上 divideする

• bi ∈ B

φi(x, y)全体のサイズは |T |以下より, φ-k-dividing sequence (φ(x, bi))i<|T |+ が取れる. これは T が simple

であることに矛盾.

(3→ 1)　対偶を示す. 任意に順序数 κを取る. T は simpleでないから長さ κ+ の φ-k-dividing sequence

(φ(x, bi))i<κ+ を取る.

次を満たすような T のモデルの列を取る.

• M0 ≺M1 ≺ . . .
• 任意の j < iについて, bj ∈Mi

• ϕ(x, bi)はMi 上 divideする

これは命題 1.6. を使うことで取れる. M = limMi |= T とする. サイズ κ の部分集合はどこかの Mi で捕

まっているのでこれは 3を満たさない.

命題 2.6. T を simpleとし, p ∈ S(A)とする. このとき pは A上 forkしない.

証明. pは A上 forkすると仮定する. p |=
∨

l<d φl(x, b)とする. ∆ = {φl(x, y) | l < d}とおく.

n ∈ ω の帰納法で長さ nの A上の ∆-k-dividing sequenceを構成する. さらに dividing sequenceは pと

consistentとなるように構成する.

(ψi(x, ai))i<n まで構成したとする. b̄を bの A-conjugateで (ψi(x, ai))i<n が Ab̄上の dividing sequence

となるように取る. このとき p |=
∨

l<d φl(x, b̄)より, φl(x, b̄)を p ∪ {ψi(x, ai) | i < n}となるように取る.

φl(x, b̄), ψ0(x, a0), . . . , ψn−1(x, an−1)は A上の∆-k-dividing sequenceで pと consistentとなる. *15

これは T が simpleであることに矛盾.

定義 2.7. pを A上のタイプとする. pの拡大 q が A上 forkしているとき forking extensionという.

系 2.8. A ⊆ B とし, T を simpleとする. 任意の A上のタイプは B 上のタイプへの non-forking extension

を持つ.

*15 先頭にくっつけるのが大事
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定義 2.9. A |⌣C
B*16とは, 任意の ā ∈ [A]<ω について tp(ā/BC)は C 上 forkしないときのことをいう.

定義 2.10. I を全順序, ā = (ai)i∈I を列とする.

• āが A上 independentとは, 全ての i ∈ I について ai |⌣A
{aj | j < i}を満たすときのことをいう.

• āが A上のMorley sequenceとは, āが A上 independentかつ A-indiscernibleであることをいう.

• āが A上のMorley sequence in pとは, āが A上のMorley sequenceかつ pの実現からなる列である

ときをいう.

命題 2.11. M をモデルとし, A ⊆ M とする. pをM 上のタイプとする. またM は |A|+-saturatedと仮定
する. このとき pが A上 forkすることと A上 divideすることは同値.

証明. p が A 上 fork すると仮定する. このときある φ(x,m) ∈ p が存在して, φ(x,m) |=
∨

l<d φl(x, b) と

なる.

tp(b/Am)の解を b̄ ∈M とする. このときある φl(x, b̄) ∈ pとなり, pは A上 divideする.

命題 2.12. q を A-invariant global type*17とする. このとき q は A上 forkしない.

証明. q が A 上 fork しないことを示せば良い. φ(x, b) ∈ q を dividing formula とする. (bi)i∈ω をその

witnessとする. qは A-invariantより, 各 i ∈ ωについて φ(x, bi) ∈ qとなり矛盾. よって qは A上 divideし

ない. 　

例 2.13. q を A-invariant global typeとする. 列 (bi)i∈ω を各 bi が q ↾ A ∪ {bj | j < i}を実現するように取
る. このとき (bi)i∈ω は A上のMorley sequence.

証明. 仮定の条件を満たす列を goodということにする. goodな列の部分列はまた goodとなる.

まず indiscernibility を示す. good な列 (a0, . . . , an) と (b0, . . . , bn) に対して tp(a0, . . . , an/A) =

tp(b0, . . . , bn/A)を示せば良い. n ∈ ω についての帰納法で示す.

tp(a0, . . . , an−1/A) = tp(b0, . . . , bn−1/A) を仮定する. 自己同型 σ ∈ Aut(C/A) : (a0, . . . , an−1) 7→
(b0, . . . , bn−1) を取る. このとき σ(tp(an/A ∪ {a0, . . . , an−1})) = tp(bn/A ∪ {b0, . . . , bn−1}) が成立する
ことから良い.

次に independenceを示す. これは q が A上 forkしないことから良い.

命題 2.14. (ai)i∈I を A 上 independent な列とする. J,K ⊆ I を J < K を満たすとする. *18このとき

tp((ak)k∈K/A ∪ {aj | j ∈ J})は A上 divideしない.

証明. K が有限のときに示せば十分である. K のサイズの帰納法で示す.

K = {k0 < · · · < kn} とする. ak0
|⌣A
{ai | i < k0} より, tp(ak0/A ∪ {aj | j ∈ J}) は A 上 fork しな

い, よって A上 divideしない. また帰納法の仮定より, tp((ak1
, . . . , akn

)/A ∪ {aj | j ∈ J} ∪ {ak0
})は A上

divideしない.

よって命題 1.12より tp((ak0
, . . . , akn

)/A ∪ {aj | j ∈ J})は A上 divideしない.

*16 A is independent form B over Cという
*17 σ ∈ Aut(C/A)で不変なもの
*18 ∀a ∈ J∀b ∈ K(a < b)のこと
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定義 2.15. µを無限基数とする.

ℶα(µ) =


µ (α = 0)

2ℶβ(µ) (α = β + 1)

supβ<α ℶβ(µ) (α : limit)

と定義する.　

定理 2.16 (Erdös-Rado). ℶ+
n (µ)→ (µ+)n+1

µ

証明. n ∈ ω についての帰納法で示す. n = 0の時は明らかなので良い.

n+ 1のときを示す. 分割 f : [ℶ+
n+1(µ)]

n+2 → µを任意に取る. 十分大きな正則基数 Ξを

{f,ℶ+
n+1(µ)} ∪ µ ⊆ HΞ

となるように取る. M ≺ HΞ を次を満たすように取る.

• {f,ℶ+
n+1(µ)} ∪ µ ⊆M

• [M ]<ℶ+
n (µ) ⊆M

• |M | = ℶn+1(µ)

α = sup(ℶ+
n+1(µ) ∩M) < ℶ+

n+1(µ)とする.

列 〈βξ ∈ ℶ+
n+1(µ) ∩M | ξ < ℶ+

n (µ)〉を各 ξ < ℶ+
n に対して次を満たすように帰納的に構成する.

• 全ての ζ < ξ に対して, βζ < βξ

• 全ての ζ0, . . . , ζn < ξ に対して, f(βζ0 , . . . , βζn , βξ) = f(βζ0 , . . . , βζn , α)

ξ まで構成したとする. E = {βζ | ζ < ξ} ⊆ ℶ+
n+1(µ) ∩M とする. g : [E]n+1 → µを g(x) = f(x ∪ {α})と

定義する. このとき g ∈M となる. *19

αの取り方より,

HΞ |= ∃x < ℶ+
n+1(µ)[∀y ∈ E(y < x) ∧ ∀z ∈ [E]n+1(g(z) = f(z ∪ {x}))]

が成立するので初等性からM での witnessを βξ とすれば良い.

Z = {βξ | ξ < ℶ+
n (µ)} とおく. h : [Z]n+1 → µ を h(x) = f(x ∪ {α}) と定義する. 帰納法の仮定より

H ∈ [Z]µ
+

を |h”[H]n+1| = 1を満たすようにとる. 構成よりH は分割 f に対して homogeneousとなる.

命題 2.17. 任意の Aに対してある無限基数 λが存在して, 任意のサイズ λの全順序集合で添字づけられた列

(ai)i∈I に対して, ある A-indiscernible (bi)i∈ω が存在して次を満たす.

任意の j1 < · · · < jn ∈ ω に対して, ある i1 < · · · < in ∈ I が存在して,

tp((ai1 , . . . , ain)/A) = tp((bj1 , . . . , bjn)/A)

が成立する.

証明. τ = supn∈ω|Sn(A)|とする. λ = ℶτ+(ℵ0)とすると Erdös-Radoより次が成立する.

*19 M の closureから明らか
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• cf(λ) > τ

• 任意の κ < λと任意の n ∈ ω に対してある δ < λが存在して, δ → (κ)nτ が成立する

タイプの列 p1(x1) ⊆ p2(x1, x2) ⊆ . . . で次を満たすものを nに関する帰納法で構成する.

• pn ∈ Sn(A)

• 任意の κ < λ に対してある J ∈ [I]κ が存在して, 任意の i1 < · · · < in ∈ J に対して

tp((ai1 , . . . , ain)/A) = pn が成立する

(bi)i∈ω を
∪

n∈ω pn の実現として取れば A-indiscernibleとなり欲しいものとなっている.

pn−1 まで構成したとする. κ < λ を任意に取る. δ < λ を δ → (κ)nτ を満たすように取る. また構成よ

り J ∈ [I]δ を任意の i1 < · · · < in−1 ∈ J に対して tp((ai1 , . . . , ain−1)/A) = pn−1 が成立するように取る.

δ → (κ)nτ を用いて, K ∈ [J ]κ と pκn を任意の i1 < · · · < in ∈ K に対して tp((ai1 , . . . , ain)/A) = pκn が成立

するように取る. このとき τ < cf(λ)より, ある pが存在して cofinally manyな κについて p = pκn が成立す

る. この pを pn として取れば良い.

補題 2.18. p ∈ S(B)は A上 forkしないと仮定する. このとき長さが無限の A上の Morley sequence in p

で B-indiscernibleとなるものが存在する.

特に T が simpleのとき任意の p ∈ S(A)に対して, 長さが無限の A上のMorley sequence in pが存在する.

証明. non-forking extensionを取ることによって一般性を損なうことなく A ⊆ B と仮定して良い.

a0 を p0 = pの実現として取る, p1 ∈ S(Ba0)を p0 の non-forking extensionとし, p1 を p1 の実現として

取る. この操作を繰り返すことによって任意の λ ∈ ONに対して (ai)i<λ を ai |⌣A
B{aj | j < i}を満たすよ

うに取れる. 命題 2.17より B-indiscernible (bj)j∈ω を取る. これは条件を満たすものになっている.

補題 2.19. T を simple とする. π(x, y) を A 上のタイプとする. (bi)i∈ω を A 上の Morley sequence とし,∪
i∈ω π(x, bi)は consistentと仮定する. このとき π(x, b0)は A上 divideしない.

証明. the Standard lemmaより任意の全順序 I について, A上のMorley sequence in tp(b0/A)で Σ(x) =∪
i∈I π(x, bi)が consistentとなるものが取れる.

I を |T |+ の逆順序として取る. Σ(x) の実現を c とする. 命題 2.5 より i0 を tp(c/A ∪ {bi | i ∈ I) が
A ∪ {bj | j > i0}上 divideしないように取る. 命題 2.14より, tp({bi | i > i0}/Abi0)は A上 divideしない.

命題 1.12 より tp(c ∪ {bi | i > i0}/Abi0) は A 上 divide しない. よって π(x, bi0) は A 上 divide しない. bi0

は tp(b0/A)の実現より, π(x, b0)は A上 divideしない.

以下, Simple theoryにおいて良い性質が成り立つことを示す.

命題 2.20. T を simpleとする. このとき π(x, b)が A上 divideすることと A上 forkすることは同値.

証明. π(x, b)は A上 divideしないと仮定する. π(x, b) |=
∨

l<d φl(x, b) = ψ(x, b)とする.

Simplicityより (bi)i∈ω を A上のMorley sequence in tp(b/A)とする. π(x, b)は A上 dvideしないことか

ら {ψ(x, bi) | i ∈ ω}は consistentとなる. よってある無限部分集合 I ⊆ ω が存在して {φl(x, bi) | i ∈ I}は
consistentとなる. 補題 2.19より φl(x, b)は A上 divideしない. よって π(x, b)は A上 forkしない.

命題 2.21 (Symmetry). T を simpleとする. このとき A |⌣C
B と B |⌣C

Aは同値.
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証明. A |⌣C
B を仮定する. 任意の a ∈ [A]<ω と b ∈ [B]<ω に対して, b |⌣C

aを示せば十分である. 仮定よ

り a |⌣C
bが成立し, 命題 2.18より, (ai)i∈ω を C 上のMorley sequence in tp(a/bC)かつ bC-indiscernible

を満たすものとしてとる. p(x, y) = tp(ab/C)とする. このとき
∪

i∈ω p(ai, y)は consistent. よって補題 2.19

より, p(a, y)は C 上 divideしない.

系 2.22. T を simpleとする. B ⊆ C ⊆ D とする. このとき

A |⌣B
D ↔ A |⌣B

C ∧A |⌣C
D

が成立する. *20

証明. (→)　定義より明らか, これは T を simpleでなくても成立する.

(←) これは命題 1.12の言い換えである.

系 2.23. 列 (ai)i∈I が A上 independentであることは I の順序によらない.

証明. i ∈ I を任意に取る. J,K ⊆ I を J < K となるように任意に取る.

aJ = {aj | j ∈ J}, aK = {aj | j ∈ K}とおく. ai |⌣A
aJaK を示す.

命題 2.14 より aK |⌣A
aJai が成立する. 特に aK |⌣A

AaJai が成立し, Monotonicity より aK |⌣AaJ

AaJai が成立し aK |⌣AaJ
ai が成立する. Symmetryより ai |⌣AaJ

aK が成立する. また independenceよ

り ai |⌣A
aJ が成立し, Transitivityより ai |⌣A

aJaK が成立する.

補題 2.24. T を simpleとする. I を A上の長さ無限のMorley sequenceとする.

このとき I が Ac-indiscernibleならば c |⌣A
I が成立する.

証明. 一般性を損なうことなく I = (ai)i∈ω として良い. φ(x, a0, . . . , an−1) ∈ tp(c/AI) を任意に取る.

bi = (ani, . . . , ani−i+1)とすると命題 2.14から (bi)i∈ω は A上のMorley sequenceとなる. また取り方より

{φ(x, bi) | i ∈ ω}は consistent. よって補題 2.19より φ(x, b0)は A上 divideしない.

3 The independence theorem

この章では Independence theoremを証明する. また Kim-Pillayによる Simple theoryの特徴付けを証明

する. そのあと Kim-Pillayを用いていくつか Simple theoryの具体例を挙げる.

特に断りのない限り T は Simpleと仮定する. 任意の theoryで成り立つ命題はそのことを明記する.

定義 3.1. Aを集合とする. ncA(a, b)とはある A-indiscernible (ci)i∈ω が存在して c0 = a, c1 = bを満たす

ときのことをいう.

定義 3.2. 論理式 φ(x, y) が thick であるとは全ての i < j ∈ ω について, |= ¬φ(ci, cj) を満たすような列
(ci)i∈ω が存在しないときのことをいう.

条件に現れる列のことを antichainと呼ぶ. compactnessより thickな論理式に対しては antichainの長さ

には有限の上界があることがわかる. 次の命題より ncは type-definableであることがわかる.

*20 ←を Transitivity, →をMonotonicityという.
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命題 3.3 (T は任意). Aを集合, a, bを有限 tupleとする. 次は同値.

1. ncA(a, b)

2. 任意の thick L(A)-論理式 φ(x, y)に対して |= φ(a, b)が成立する.

証明. p(x, y) = tp(ab/A)とする. the Standard lemmaより ncA(a, b)はある列 (ci)i∈ω が存在して, 任意の

i < j ∈ ω に対して |= p(ci, cj)であることは同値である. また compactnessよりこれは任意の φ ∈ pに対し
て, ある列 (ci)i∈ω が存在して, 任意の i < j ∈ ω に対して |= φ(ci, cj)であることと同値である.

命題 3.4 (T は任意). 任意の thickな論理式 φ(x, y)に対して, ある symmetric*21かつ thickな論理式 ψ(x, y)

が存在して |= ∀x∀y(ψ(x, y)→ ψ(x, y))が成立する.

証明. thick な論理式は ∧ で閉じていることは定義から明らか. compactness より順序型 ω で列が取れた

とき任意の全順序に拡張することができるから ω の逆順序を考えることによって φ(x, y) が thick なとき,

ψ(x, y) ≡ φ(y, x)は thickとなる.

よって thickな論理式 φ(x, y)に対して, θ(x, y) ≡ φ(x, y) ∧ φ(y, x)は求めるものとなる.

命題 3.5 (T は任意). a, b はモデル M 上で同じタイプを持っているとする. このときある c が存在して

ncM (a, c)かつ ncM (c, b)が成立する.

証明. thickなら論理式は ∧で閉じていることから compactnessより任意の symmetricかつ thickな L(M)-

論理式 φ(x, y)について |= ∃z(φ(a, z) ∧ φ(b, z))を示せば良い.

φは thickかつM |= T より maximal antichain a0, . . . , an−1 がM の中で取れる. このとき極大性よりあ

る ai が存在して |= φ(a, ai)を満たす. a, bはモデルM 上で同じタイプを持っていることから |= φ(b, ai)が

成立する.

命題 3.6 (T は任意). (bi)i∈ω を A-indiscernibleとする. また (bi)1≤i∈ω は Aa0b0-indiscernibleであるとす

る. このときある a1 が存在して ncA(a0b0, a1b1,)が成立する.

証明. 自己同型で移すことで ai を tp(a0b0b1 . . . /A) = tp(aibibi+1 . . . /A)を満たすように取る.

the Standard lemmaを使って自己同型で移すことで A-indiscernible (cibi)i∈ω で (aibi)i∈ω 上の EM-type

を実現するものを取る. ai の取り方と (bi)1≤i∈ω は Aa0b0-indiscernible であることから任意の i1 < · · · <
in ∈ ω について tp(ci1bi1bi2 . . . bin/A) = tp(a0b0b1 . . . bn−1/A)が成立する.

よって tp(c0b0b1 . . . /A)tp(a0b0b1 . . . /A)が成立する. あとは自己同型で移して a1 を取れば良い.

補題 3.7. I = (ai)i∈I を A-indiscernibleとし, J = (aj)j∈J を I の initial segmentで最大元を持たないと

する. *22このとき I \ J は AJ 上のMorley sequenceとなる.

証明. independenceを示せば良い. 任意の i ∈ I \ J と任意の X ∈ [I \ J ]<ω で X < iを満たすものについ

て ai |⌣AJ aX = {ak | k ∈ X}を示せば十分. J は最大限を持たないことより indiscernibilityよりずらすこ

とで tp(aX/AJ ai)は AJ で有限充足可能より, AJ 上で forkしない.

命題 3.8. φ(x, a)は A上 forkしないとし, ncA(a, b)と仮定する. このとき φ(x, a) ∧ φ(x, b)は A上 forkし

*21 φ(a, b)と φ(b, a)が同値
*22 適宜順序は逆転させてください.
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ない.

証明. ncA(a, b)かつ the Standard lemmaより A-indiscernible J t I を a, b ∈ I, a < bかつ J は最大元を
持たないように取る. φ(x, a)の non-forking extensionを取ることによって cを φ(x, a)の実現で c |⌣A

J a
を満たすように取る. 系 1.9より I は AJ c-indiscernibleとしても良い. 補題 3.7より I は AJ 上のMorley

sequenceとなる. 補題 2.24より c |⌣AJ I が成立する. Transitivityより c |⌣A
J I が成立する. cは φ(x, b)

の実現でもあるから φ(x, a) ∧ φ(x, b)は A上 forkしない.

命題 3.9. ncA(b0, b1)かつ a0 |⌣Ab0
b1 と仮定する. このときある a1 が存在して ncA(a0b0, a1b1)が成立する.

証明. ncA(b0, b1) より A-indiscernible (bi)i∈ω を取る. tp(a0/Ab0b1) は Ab0 上 divide しないので系 1.9 よ

り, (bi)a≤i∈ω は Aa0b0-indiscernibleとしても良い. 命題 3.6より良い.

命題 3.10. φ(x, a0) ∧ ψ(x, b0)は A上 forkしないとし, ncA(b0, b1)かつ a0 |⌣Ab0
b1 を仮定する. このとき

φ(x, a0) ∧ ψ(x, b1)は A上 forkしない.

証明. 命題 3.9より a1 を ncA(a0b0, a1b1)を満たすように取る. 命題 3.8より φ(x, a0)∧ψ(x, b1)は A上 fork

しない.

命題 3.11. φ(x, a0) ∧ ψ(x, b0)は A上 forkしないとし, a0 |⌣A
b0b1 かつ b0 と b1 はある Aを含むモデルM

上で同じタイプを持つと仮定する. このとき φ(x, a0) ∧ ψ(x, b1)は A上 forkしない.

証明. 命題 3.5 より c を ncA(b0, c) かつ ncA(c, b1) を満たすように取る. tp(a0/Ab0b1) は A 上 fork しな

いことから non-forking extension を取り, その実現を取ることによって a0 |⌣A
b0b1c として良い. *23

φ(x, a0)∧ ψ(x, b0)は A上 forkせず, a |⌣Ab0
cかつ ncA(b0, c)より命題 3.10から φ(x, a0)∧ ψ(x, c)は A上

forkしない. また ncA(c, b1)かつ a0 |⌣Ac
b1 より命題 3.10より φ(x, a0) ∧ ψ(x, b1)は A上 forkしない.

命題 3.12. M |= T とし, φ(x, y)と ψ(x, y)を L(M)-論理式とする. 次を仮定する.

• a0 |⌣M
b0, a1 |⌣M

a0, b1 |⌣M
b0

• |= φ(a1, a0) ∧ ψ(b1, b0)
• tp(a1/M) = tp(b1/M)

このとき φ(x, a) ∧ ψ(x, b)はM 上 forkしない.

証明. 自己同型で移し, non-forking extension の実現を取ることによって a2 を tp(a2a1/M) = tp(b0b1/M)

かつ a2 |⌣M
a0a1b0b1 を満たすように取る. 今 T は Simple より independence は順序によらないことに注

意する. a2 |⌣M
a0a1 かつ a1 |⌣M

a0 より a1 |⌣M
a0a2 が成立する. 同様に a2 |⌣M

a0b0 かつ a0 |⌣M
b0

より a0 |⌣M
a2b0 が成立する. |= ψ(b1, b0) より, |= ψ(a1, a2) が成立する. また φ(x, a0) ∧ ψ(x, a2) ∈

tp(a1/Ma0a2)はM 上 forkしない.

よって φ(x, a0) ∧ ψ(x, a2)はM 上 forkせず, a0 |⌣M
a2b0 かつ tp(b0/M) = tp(a2/M)が成立することよ

り命題 3.11より, φ(x, a) ∧ ψ(x, b)はM 上 forkしない.

*23 自己同型で移せば良いので forking は保たれる. このような取り替えは今後もよくやるが, 適切な自己同型で移して forking を
保っているので一般性を損なわないことに注意する.
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定理 3.13 (Independence theorem). b, cはモデルM 上で同じタイプを持つとする.

B |⌣M
C, b |⌣M

B, c |⌣M
C

が成立すると仮定する. このときある dが存在して次が成立する.

• tp(d/B) = tp(b/B)

• tp(d/C) = tp(c/C)

• d |⌣M
BC

証明. T は Simpleより dividingと forkingは同値であるから, 命題 3.12より tp(b/MB) ∪ tp(c/MC)はM

上 forkしない. non-forking extension p ∈ S(MBC)を取り, その実現を dとすれば良い.

Simple theoryにおいて |⌣は次の性質を持つことをこれまで示してきた.

1. (Monotonicity and Transitivity) a |⌣A
BC と a |⌣A

B かつ a |⌣AB
C は同値.

2. (Symmetry) a |⌣A
bと b |⌣A

aは同値.

3. (Finite character) 任意の b ∈ [B]<ω について a |⌣A
bならば a |⌣A

B が成立する.

4. (Local character) ある無限基数 κ が存在して, 任意の a と B に対してある B0 ∈ [B]<κ が存在して

a |⌣B0
B が成立する.

5. (Existence) 任意の a, A, C に対して, ある bが存在して tp(a/A) = tp(b/A)かつ b |⌣A
C が成立する.

6. (Independence over models) 任意のM |= T と tp(a1/M) = tp(b1/M)かつ

a0 |⌣M
b0, a1 |⌣M

a0, b1 |⌣M
b0

を満たすものに対して, ある cが存在して次を満たす.

• tp(c/Ma0) = tp(a1/Ma0)

• tp(c/Mb0) = tp(b1/Mb0)

• c |⌣M
a0b0

実はこれが Simple theoryを特徴付ける.

定理 3.14 (Kim-Pillay). T を完全な理論とする. |⌣
0
を有限 tuple aと集合 A, B の関係に対して定義され

た Aut(C)で不変かつ, 上の 6つの性質を満たすものとする. このとき T は Simpleかつ |⌣
0
= |⌣が成立する.

証明. 後続を取ることで κは正則基数と仮定してよい. まず a |⌣
0

A
bを仮定して tp(a/Ab)が A上 divideし

ないことを示す. 補題 1.8を使う. (bi)i∈ω を A-indiscernibleで b0 = bとなるものを任意に取る.

主張 1. あるM |= T が存在して次を満たす.

• A ⊆M
• (bi)i∈ω はM -indiscernible

• bi |⌣
0

M
{bj | j < i}

proof of claim1. the Standard lemmaを使って自己同型で移すことより (bi)i∈ω を (bi)i≤κ に延長する. 次

のようなモデルの長さ κの昇鎖 A ⊆M0 ≺M1 ≺ . . . を構成する.

• 任意の i < κについて, {bj | j < i} ⊆M が成立する.
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• (bj)i≤j≤κ はMi-indiscernible.

これは the Standard lemmaを使い自己同型で移すことで帰納的に構成することができる.

bκ とMκ =
∪

ξ<κMξ に対して Local characterを用いることで S ∈ [Mκ]
<κ を bκ |⌣

0

S
Mκ を満たすよう

に取る. S ⊆ Mi0 となる最小の i0 を取る. Monotonicityより, bκ |⌣
0

S
Mi0 ∪ {bj | i0 ≤ j < κ}が成立する.

再びMonotonicityより bκ |⌣
0

Mi0
{bj | i0 ≤ j < κ}が成立する.

このとき任意の i < κについて, bi |⌣
0

Mi0
{bj | i0 ≤ j < i}が成立する.

(∵ 任意に i < κを取る. 任意に b̄ ∈ [{bj | i0 ≤ j < i}]<ω を取る. Finite characterより bi |⌣
0

Mi0
b̄を言

えば良い. Monotonicity より bκ |⌣
0

Mi0
b̄ が成立する. (bj)i0≤j≤κ はMi0 -indiscernible より tp(b̄bκ/Mi0) =

tp(b̄bi/Mi0)が成立する. 自己同型で移すことで bi |⌣
0

Mi0
b̄が成立する. )

Mi0 と (bi0+n)n∈ω を考え, 自己同型で移せば良い. a claim1

主張 2. a |⌣
0

M
bと仮定して良い.

proof of claim2. Existence より c を tp(c/Ab) = tp(a/Ab) かつ c |⌣
0

Ab
M となるように取る. 自己同型

で移してM や (bi)i∈ω を取り替えることで a |⌣
0

Ab
M をしても良い. Transitivityより a |⌣

0

A
Mbが成立し,

Monotonicityより a |⌣
0

M
bが成立する. a claim2

次を満たす (ai)i∈ω を構成する.

• a0 = a

• ai |⌣
0

M
{bj | j ≤ i}

• pi(x) = tp(ai+1/M{bj | j ≤ i}) = tp(ai/M{bj | j ≤ i})
• tp(aibi/M) = tp(ab/M)

a0, . . . , ai まで構成したとき自己同型で移すことで āを

tp(ābi+1/M) = tp(ab/M)

を満たすように取る. Independence over modelsを

{bj | j ≤ i} |⌣
0

M
bi+1, ā |⌣

0

M
bi+1, ai |⌣

0

M
{bj | j ≤ i}

　に対して使うことで ai+1 を取れば良い.

構成より
∪

i∈ω pi(x)は consistentとなる. p(x, y) = tp(ab/M)とすると, p(x, bi) ⊆
∪

i∈ω pi(x)より, 補題

1.8より tp(a/Ab)は A上 divideしない.

このことから Local characterと命題 2.5より T は Simpleとなる.

次に tp(a/Ab)が A上 divideしないとき a |⌣
0

A
bが成立することを示す. Existenceを繰り返し用いること

で任意の λ ∈ ONに対して, (bi)i∈λ を |⌣
0
-independentかつ tp(bi/A) = tp(b/A)を満たすように取れる. 十

分大きい λを取り, 補題 2.18と同様の議論をすることによって (ci)i<κ を次を満たすように取れる.

• A-indiscernible
• |⌣

0

A
-independent

• c0 = b

• tp(ci/A) = tp(b/A)
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系 1.9より cを tp(c/Ab) = tp(a/Ab)かつ (ci)i<κ が Ac-indiscernibleを満たすように取る. Local character

より B ∈ [A∪ {ci | i < κ}]<κ を c |⌣
0

B
A∪ {ci | i < κ}を満たすように取る. Monotonicityよりある i0 が存

在して c |⌣
0

A∪{ci|i<i0} ci0 が成立する. (ci)i<κ は |⌣
0

A
-independentより, ci0 |⌣

0

A
{ci | i < i0}が成立する.

Transitivityより ci0 |⌣
0

A
c∪{ci | i < i0}が成立し, Monotonicityより ci0 |⌣

0

A
cが成立する. tp(cci0/A) =

tp(cb/A) = tp(ab/A)より示された.
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