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決定性公理の無矛盾性証明をする．無限個のWoodin 基数とそれらより大きい可測基数の存在を仮定した

とき ADL(R) が成立することを示す. tree production lemmaについては [1]を参考にしている．R# につい

ては [6]を参考にすると良い．

1 Symmetric extension

M を ZFCの内部モデル，α ∈ M を順序数とする．(M,Coll (ω,< α))-generic Gに対して，

τ =
∪

{R ∩M [G ∩ Coll (ω,< β)] | β < α}　

と定義する．このとき NG = M(τ) と表すことにする．内部モデル N が M の Coll (ω,< α) による

symmetric extensionであるとは次を満たすことをいう．

• M ⊆ N

• あるM の generic extensionにおいて N ≡M NG を満たす．ただし Gは (M,Coll (ω,< α))-generic．

次は symmetric extensionの十分条件を与える．

補題 1.1. M を ZFCの内部モデルとし, δ をM において強極限的とする. τ ⊆ Rが次の条件を満たすと仮定
する.

1. 任意の x ∈ τ に対してある半順序 P ∈ Mδ と (M,P)-generic g が存在して x ∈ M [g]を満たす.

2. 任意の x, y ∈ τ に対して R ∩M(x, y) ⊆ τ を満たす.

3. δ = sup{ωM [x]
1 | x ∈ τ}

このとき R ∩M(τ) = τ かつM(τ)はM の Coll (ω,< δ)による symmetric extensionとなる.

証明. Pをある α < δ と x ∈ τ が存在してM [x]において (M,Coll (ω,< α))-genericとなるような g 全体の

集合とする. 順序は包含によって定める. このとき P ∈ M(τ)となる. δ は強極限的であり条件 3より Pは空
でない. GP を (M(τ),P)-genericとし, H =

∪
GP とする.

主張. H は (M,Coll (ω,< δ))-generic.

D ∈ M を Coll (ω,< δ)-稠密とする. g ∈ Pを (M,Coll (ω,< η))-genericとする. {p ∩ Coll (ω,< η) | p ∈
D} は Coll (ω,< η)-稠密より η′ < δ と p ∈ D ∩ Coll (ω,< η′) を p ∩ Coll (ω,< η) ∈ g となるように取る.

2η
′
< δ より y ∈ τ と (M,Coll (ω,< η′))-generic g′ ∈ M [y]を g の拡張で p ∈ g′ を満たすように取る. GP の
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genericityより良い. ⊣ claim.

RM(τ) ⊆ τ と条件 3より各 α < δ において H ∩ Coll (ω,< α) ∈ M(τ)が成立することから∪
{R ∩M [H ∩ Coll (ω,< α)] | α < δ} ⊆ τ

が成立する.

主張. 任意の x ∈ τ に対してある α < δ が存在して x ∈ M [H ∩ Coll (ω,< α)]が成立する.

M(τ) で作業する. x ∈ τ を任意に取る. D = {g ∈ P | x ∈ M [g]} が P-稠密であることを言えば良
い. g ∈ P ∩ M [y] を (M,Coll (ω,< η))-generic とする. x /∈ M [g] として良い. このときある x はある

Q ∈ (M [g])δ での拡大に属す. 条件 3より z ∈ τ をM [z]において 2|Q| が可算かつ x, y ∈ M [z]を満たすよう

に取る. このときM [z]において (M,Coll
(
ω,< 2|Q|))-generic g′ を g の拡張で x ∈ M [g′]を満たすように取

れる. ⊣ claim.

よって示された.

補題 1.2. ξ ∈ ON, δ をWoodin 基数, κ を極限順序数とし, ξ < δ < κ とする. 任意の可算な Y ≺ Vκ で

ξ, δ ∈ Y を満たすものに対してある可算な Y ′ ≺ Vκ が存在して次を満たす.

• Y ⊆ Y ′

• Y ′ ∩ Vξ = Y ∩ Vξ

• 任意の Q<δ-前稠密な D ∈ Y ′ に対して, ある d ∈ D ∩ Y ′ が存在して Y ′ ∩ (∪d) ∈ dを満たす. *1

Woodin基数の極限でないWoodin基数を後続Woodin基数と呼ぶことにする．

補題 1.3. δ を limit of Woodinとする. aを可算な X ≺ Vδ+1 で次を満たすもの全体の集合とする.

• ある γ < δ が存在して, 全ての後続Woodin 基数 λ ∈ (γ, δ) ∩ X に対して X は X に属する全ての

Q<λ-前稠密集合を captureする.

このとき任意の Z ∈ Q<δ に対して aZ = {X ∈ a | Z ∈ X ∧X ∩ (∪Z) ∈ Z}は stationary.

証明. Z ∈ Q<δ と F : V <ω
δ+1 → Vδ+1 を任意に取る. 可算な Y ≺ Vδ+2 を H,Z ∈ Y , Y ∩ (∪Z) ∈ Z,

Y ∩ Vδ+1 ∈ a を満たすように構成すれば良い. 到達不能基数 γ < δ を Z ∈ Q<γ を満たすように取る.

W を (γ, δ) に属す後続 Woodin 基数全体とする. Vδ+ω の可算初等部分モデルの族 ⟨Yα | α < ω1⟩ と
⟨ηα | α < ω⟩ ∈ Wω1 を各 α < ω1 に対して次を満たすように構成する.

• {Z,H, γ} ⊆ Y0, Y0 ∩ (∪Z) ∈ Z

• Y0 ⊆ Yα, Y0 ∩ Vγ = Yα ∩ Vγ

• ηα は Yα ∩W の α番目の元となる.

• 任意の β ∈ (α, ω1)に対して, ξ = γ ∪ sup(W ∩ ηα)とすると Yβ ∩ Vξ = Yα ∩ Vξ を満たす.

• λを Yα ∩W の最初の α個の元のうちの一つとすると, Yα は Yα に属する全ての Qλ-前稠密部分集合

を captureする.

Y0 は Z の stationarityより取れる. 極限順序数のときは和集合を取る. 後続順序数のときは補題 1.2を用い

*1 後半部分を Y ′ captures D という.
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て可算な Yα+1 ≺ Vδ+ω を次を満たすように取れば良い.

• Yα ⊆ Yα+1

• Yα ∩ Vγ∪sup(W∩ηα) = Yα+1 ∩ Vγ∪sup(W∩ηα)

• Yα+1 は Yα+1 に属する任意の Q<ηα
-前稠密部分集合を captureしている.

構成より ⟨Yα | α < ω1⟩ と ⟨ηα | α < ω⟩ は条件を満たすことは良い. このときある α < ω1 が存在して

Yα ∩ Vδ+1 ∈ a となることを示す. もし存在すれば Y = Yα ∩ Vδ+2 が求める Y となる. このような α が存

在しないと仮定して矛盾を導く. このとき Y ∗ =
∪

α<ω1
Yα とすると後続Woodin基数 λ ∈ (γ, δ) ∩ Y ∗ を任

意の α < ω1 に対して λは Yα ∩W の最初の α個に属さないように取れる. λをこのようなもので最小とす

る. λ ∈ Yα′ とする. このとき構成より Y ∗ ∩W ∩ λの順序型は ω1 となっている. ω1 は正則より α < α′ を

Yα ∩W ∩ λが Y ∗ ∩W ∩ λの最初の α個からなるように取れる. このとき λ = ηα となり矛盾.

次が重要である．

定理 1.4. δ を limit of Woodin, κを可測基数, δ < κとする. このとき V の generic extensionのおいてあ

る (V,Coll (ω,< δ))-generic H が存在して

R∗ =
∪

{R ∩ V [H ∩ Coll (ω,< α)] | α < δ}

としたとき, 初等埋め込み j : L(RV ) → L(R∗)が存在する.

証明. aを補題 1.3のものとする. (V,P<κ)-generic Gを a ∈ Gを満たすように取る. j : V → (M,E) ⊆ V [G]

を generic embeddingとする. *2κは可測基数より j(κ) = κが成立する. Normalityと genericityよりある

γG < λと a′ を X ∈ aで次を満たすもの全体の集合とすると a′ ∈ Gとなる.

• γG ∈ X

• 全ての後続Woodin基数 λ ∈ (γG, δ) ∩X に対して X は X に属する全ての Qλ-前稠密集合を capture

する.

W を (γG, δ) に属す後続 Woodin 基数全体の集合とする. 各 ξ ∈ W に対して Gξ = G ∩ Q<ξ とすると

a′ ∈ G より Gξ は (V,Q<ξ)-generic となる. よって各 ξ ∈ W に対して jξ : V → Mξ ⊆ V [Gξ] を generic

embedding とする. これは整礎となる. kξ : Mξ → (M,E) を factor map とすると j = kξ ◦ jξ を満たす.

また各 ξ0 < ξ1 ∈ W に対して jξ0,ξ1 : Mξ0 → Mξ1 を jξ0,ξ1([f ]Gξ0
) = [f ]Gξ1

と定義する. (M∗, E∗) を

⟨Mξ0 , jξ0 , jξ0,ξ1 | ξ0, ξ1 ∈ W, ξ0 < ξ1⟩の direct limitとする.　次のような図式となっている.

V (M,E)

Mξ (M∗, E∗)

j

jξ

j∗

j∗ξ

k∗

*2 このとき (M,E)は整礎とは限らないことに注意．
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今 RM∗
=

∪
{RMξ | ξ ∈ W} となっている. また各 ξ ∈ W について RMξ = RV [G∩Vξ] を満たすことから

補題 1.1より V (RM∗
)は V の Coll (ω,< δ)による symmetric extensionとなる. (V,Coll (ω,< δ))-generic

　 H を RM∗
=

∪
{R ∩ V [H ∩ Coll (ω,< α)] | α < δ} を満たすように取る. j∗(κ) = κ より初等埋め込

み j∗ ↾Lκ(RV ) : Lκ(RV ) → Lκ(RM∗
) を得る. Lévy-Solovay の定理より κ は V [H] でも可測基数であるから

(RM∗
)# ∈ V [H]を満たす. また κは limit of comletely Jónssonより κの下に cofinaly manyに j∗(γ) = γ

を満たす comletely Jónssonが存在する. よって (RV )# ⊆ (RM∗
)# が成立する.

系 1.5. δ を limit of Woodin, κを可測基数, δ < κとする. P ∈ Vδ を半順序とする. (V,P)-generic Gに対

して (R#)V = (R#)V [G] ∩ V が成立する.

2 Consistency of Axiom of Determinacy

tree production lemmaを用いて十分に巨大基数が存在するとき R# が universally Bairenessを持つこと

を示す．L(R) 内の実数の集合は全て R# にWadge reducible であることから L(R) 内の実数の集合の tree

representationを得る．

φ を論理式とし a をパラメタとする．ここで a は特に限定しない．X ≺n V を十分な初等性を持った可

算初等部分構造で κ, a ∈ X とする．*3π : X ≃ N を推移的崩壊とする．このとき X が (φ, a, κ)-generically

correctであると任意の半順序 P ∈ HN
π(κ) と (N,P)-generic g ∈ V と任意の x ∈ N [g] ∩ Rに対して次が成立

するときのことをいう．
N [g] |= φ[x, π(a)] ⇔ V |= φ[x, a]

補題 2.1. φ(v0, v1)を論理式, aをパラメタ, κを無限基数とする. 推移的なM と σ は次を満たすとする.

• Hκ ∪ {κ} ⊆ M

• σ : M → V は十分な初等性を持ち, a ∈ ran(σ)かつ cp (σ) > κを満たす.

aを可算な X ≺ M で σ”X が (φ, a, κ)-generically correctとなるもの全体の集合とし, aが Pω1(M)の club

を含むと仮定する. このときある木 T , U が存在して任意の P ∈ Hκ と (V,P)-generic Gに対して,

V [G] |= p[T ] = {x ∈ RV [G] | φ[x, a]} ∧ p[U ] = {x ∈ RV [G] | ¬φ[x, a]}

が成立する.

証明. F : M<ω → M を X ∈ Pω1
(M) に対して F”X<ω ⊆ X ならば X ≺ M かつ σ”X が (φ, a, κ)-

generically correctとなるように取る. σ(a∗) = aとする. ω<ω の標準的な数え上げ ⟨rn | n ∈ ω⟩を固定する.

ω ×M ×Hκ 上の木 T を次の満たす (s, t, u)全体の集合とする.

1. s ∈ ω<ω

2. t ∈ M<ω

3. 2m+ 2 < lh (s)ならば t(2m+ 2) = F (t ◦ rm)を満たす.

4. lh (s) > 0ならば t(0) = P ∈ Hκ は半順序となる.

5. 2m+ 3 < lh (s)ならば t(2m+ 3) = u(m)を満たす.

*3 これは reflectionで十分大きい fragmentを取ってくれば良い．
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6. {u(m) | u < lh (s)}は共通の拡大を持つ Pの部分集合となる.

7. 2m+ 2 < lh (s)かつ t(m)が P-稠密部分集合ならば u(2m+ 2) ∈ t(m)を満たす.

8. lh (s) > 1ならば t(1)は P-nameで u(0) ⊩ t(1) : ω → ω を満たす.

9. 2m+ 3 < lh (s)ならば u(2m+ 3) ⊩ t(1)(m) = s(m)を満たす.

10. lh (s) > 1ならば u(1) ⊩ φ[t(1), ǎ∗]を満たす.

ω ×M ×Hκ 上の木 U を ¬φ[t(1), ǎ∗]に変えて同様に定義する.

主張. 次が成立する.

1. p[T ] ⊆ {x ∈ R | φ[x, a]}
2. p[U ] ⊆ {x ∈ R | ¬φ[x, a]}

x ∈ p[T ]を任意に取る. (x, f, g) ∈ [T ]としX = ran(f)とする. このとき T の定義の 3より F”X<ω ⊆ X

を満たす. よって X ≺ M かつ σ”X が (φ, a, κ)-generically correctとなる. 構成より半順序 P ∈ X ∩Hκ と

(X,P)-generic Gと P-name τ ∈ X を次を満たすように取れる.

• ある p ∈ Gが存在して p ⊩ τ̇ : ω → ω を満たす.

• 全ての n ∈ ω に対してある pn ∈ Gが存在して pn ⊩ τ̇(n) = x(n)を満たす.

• ある p ∈ Gが存在して p ⊩ φ[τ̇ , ǎ∗]を満たす.

σ は十分に初等的であるから σ”X もこれらを満たす. σ”X が (φ, a, κ)-generically correctより V |= φ[x, a]

となる. U に関しても同様. ⊣ claim.

半順序 P ∈ Hκ を任意に取る. Gを (V,P)-genericとする.

主張. 次が成立する.

1. 任意の x ∈ RV [G] に対して V [G] |= φ[x, a]ならば x ∈ p[T ]V [G] が成立する.

2. 任意の x ∈ RV [G] に対して V [G] |= ¬φ[x, a]ならば x ∈ p[U ]V [G] が成立する.

T と U の構成に沿って pathをうまく取れば良い. ⊣ claim.

絶対性から T と U は求めるものとなる. よって示された.

無限基数 κについて Gが V 上の < κ-genericであるとはある半順序 Pで |P| < κであるものが存在して，

Gは (V,P)-genericであるときのことをいう．

定理 2.2 (Tree production lemma, Woodin). φ(v0, v1) を論理式, a をパラメタ, δ をWoodin 基数とする.

次が成立すると仮定する.

1. Gを V 上の < δ-generic, H を V [G]上の < δ+-genericとするとき任意の x ∈ R ∩ V [G]に対して次

が成立する.
V [G] |= φ[x, a] ⇔ V [G][H] |= φ[x, a]

2. G を (V,Q<δ)-generic, j : V → M ⊆ V [G] を generic embedding とする. このとき任意の x ∈
R ∩ V [G]に対して次が成立する.

V [G] |= φ[x, a] ⇔ M |= φ[x, j(a)]

5



このときある木 T , U が存在して V 上の < δ-generic Gに対して,

V [G] |= p[T ] = {x ∈ RV [G] | φ[x, a]} ∧ p[U ] = {x ∈ RV [G] | ¬φ[x, a]}

が成立する. 特に {x ∈ R | φ[x, a]}は δ-universally Baireとなる.

証明. 各 κ < δ に対して Tκ, Uκ を V 上の < κ-genericに対して定理の主張が成立するように構成すれば良

い. κ < δ を任意に取る. 推移的なM , σ, a∗ を次を満たすように取る.

• Hκ+ ⊆ M

• |M | < δ

• σ : M → V は十分な初等性を持ち a = σ(a∗)かつ σ ↾κ+= idを満たす.

a ⊆ Pω1
(M) を可算な X ≺ M で σ”X が (φ, a, κ)-generically correct となるような全体の集合とする. 補

題 2.1 より a が club を含むことを言えばよい. (Pω1
(M) \ a) ∈ Q<δ と仮定して矛盾を導く. (V,Q<δ)-

generi G を (Pω1(M) \ a) ∈ G となるように取る. j : V → N ⊆ V [G] を generic embedding とする.

j”M ∈ j(Pω1(M) \ a)かつ j”M ≺ j(M)より j(σ)”j”M は N において (φ, j(a), j(κ))-generically correct

でない. j(σ)”j”M の推移的崩壊はM であるから, M 上の < κ-generic g ∈ N を任意にとり x ∈ R ∩M [g]

としたとき,

M [g] |= φ[x, a∗] ⇔ V [g] |= φ[x, a]

⇔ V [G] |= φ[x, a]

⇔ N |= φ[x, j(a)]

が成立する. よって j(σ)”j”M は N において (φ, j(a), j(κ))-generically correctとなりこれは矛盾.

定理 2.3. δ を limit of Woodin, κを可測基数, δ < κとする. このとき R# は δ-universally Baireとなる.

証明. Tree production lemmaを用いる. φ(v0) ≡ v0 ∈ R# を考える. これは系 1.5からWoodin基数 δ′ < δ

に対して Tree production lemmaの条件を満たす. よって R# は δ-universally Baireとなる.

系 2.4. δ を limit of Woodin, κ を可測基数, δ < κ とする. このとき L(R) 内の全ての実数の集合は
<δ-weakly homogeneously Suslinとなる.

よって次を得る．

定理 2.5 (Martin-Steel-Woodin). 無限個のWoodin基数とそれらより大きい可測基数の存在を仮定する. こ

のとき L(R)において ADが成立する.

この巨大基数の仮定は弱めることができる．Woodinによって次の無矛盾等価性が示されている．

定理 2.6 (Woodin). 次は無矛盾等価.

1. ZF + AD

2. ZFC + ω 個のWoodin基数の存在
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3 Appendix:tree representation

Tree representationについて補足．

定理 3.1. λを limit of Woodinとする. このとき実数の集合 A ⊆ Rに関して次は同値.

1. Aは <λ-homogeneously Suslin.

2. Aは <λ-weakly homogeneously Suslin.

3. Aは λ-universally Baire.

定義 3.2 (homogeneous tree). κを無限基数とする. X × Y 上の木 T が κ-homogeneousであるとはある列

⟨Us | s ∈ <ωX⟩が存在して次を満たすことをいう.

• 各 s ∈ <ωX に対して, Us は T [s]上の κ-完備な超フィルター.

• 各 s ⊆ t ∈ <ωX に対して, Ut は Us の射影.*4

• 任意の x ∈ p[T ]に対して, tower ⟨Ux↾n | n ∈ ω⟩は well-founded. *5

T が任意の λ < κについて λ-homogeneousであるとき <κ-homogeneousという．

定義 3.3.

• A ⊆ ωX が κ-homogeneously Suslinであるとはある κ-homogeneous tree T が存在して A = p[T ]を

満たすときのことをいう.

• ωX の部分集合で κ-homogeneously Suslinであるもの全体を HomX
κ と表す.

• HomX
<κ =

∩
λ<κ Hom

X
λ とし, Homκ = Homω

κ とする.

同様に <κ-homogeneously Suslinも定義する．

命題 3.4. HomX
κ は continuous reducibilityに関して閉じている.

証明. κ-Suslin setにおける証明と同様である.

また可算共通部分に関して閉じていることも簡単に示せる．Homogeneityは決定性を導く．

定理 3.5 (Martin). A ⊆ ωX が |X|+-homogeneously Suslinであると仮定する. このとき Aは決定的.

定義 3.6 (weakly homogeneous tree). κを無限基数とする. X × Y 上の木 T が κ-weakly homogeneousで

あるとはある列 ⟨Us,t | (s, t) ∈ <ωX ⊕ <ωω⟩が存在して次を満たすことをいう.

• 各 (s, t) ∈ <ωX ⊕ <ωω に対して, Us,t は T [s]上の κ-完備な超フィルター.

• 各 (p, r) ⊆ (q, s) ∈ <ωX ⊕ <ωω に対して, Uq,s は Up,t の射影.

• 任意の x ∈ p[T ]に対してある y ∈ Rが存在して ⟨Ux↾n,y↾n | n ∈ ω⟩は well-founded.

T が任意の λ < κについて λ-weakly homogeneousであるとき <κ-weakly homogeneousという．

*4 超冪の間の初等埋め込みを誘導する.
*5 超フィルターの列が誘導する超冪のシステムの direct limitが well-foundedということ.
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定義 3.7. A ⊆ ωX が κ-weakly homogeneously Suslinであるとはある κ-weakly homogeneous tree T が存

在して A = p[T ]を満たすときのことをいう.

同様に <κ-weakly homogeneously Suslinも定義する．

命題 3.8. A ⊆ ωX に対して次は同値.

1. Aは κ-weakly homogeneously Suslin.

2. Aはある κ-homogeneously Suslin set B の射影.

定義から明らかに κ-homogeneously Suslinならば κ-weakly homogeneously Suslinである．

定義 3.9. κを無限基数とする. X × Y 上の木 T と X × Z 上の木 U の組 (T,U)が κ-absolute complement

pairであるとは, 任意のサイズ κ未満の半順序 Pと (V,P)-generic Gに対して次が成立することをいう.

V [G] |= p[T ] = ωX \ p[U ]

V において p[T ] ∩ p[U ] = ∅のとき絶対性から任意の generic extensionで p[T ] ∩ p[U ] = ∅が成立する．ま
た (T,U)，(R,S)を κ-absolute complement pairで V において p[T ] = p[R]を満たすものとする．絶対性の

議論によりサイズ κ未満の任意の半順序 Pと (V,P)-generic Gに対して，V [G]において p[T ] = p[R]が成立

する.

定義 3.10 (universally Baire). κを無限基数とする.

• A ⊆ ωX が κ-universally Baire であるとはある κ-absolute complement pair (T,U) が存在して

A = p[T ]を満たすときのことをいう.

• uBX
κ を

ωX の部分集合で κ-universally Baireであるもの全体とする.

• uBκ = uBω
κ とする.

Martin-Solovay の結果から κ-weakly homogeneously Suslin ならば κ-universally Baire であることがわ

かる．⟨ri | i ∈ ω⟩を ω<ω の標準的な数え上げとし固定しておく．T を κ-weakly homogeneous treeとする．

(p, r) ⊆ (q, s) ∈ <ωX ⊕ <ωω に対して，超冪 Ult(V,Up,r)と Ult(V,Uq,s)の間に誘導される初等埋め込みを

i(p,r),(q,s) : Ult(V,Up,r) → Ult(V,Uq,s)で表す．

定義 3.11 (Martin-Solovay tree). T を X × Y 上の κ-weakly homogeneous tree とする. α を順序数とす

る. Martin-Solovay tree ms(T, α)とは次を満たす組 (p, t)から成る X × α上の木である.

• p ∈ <ωX.

• t ∈ lh(p)ON

• t(0) < α

• 任意の i, j < lh (p)に対して, ri ⊊ rj ならば t(j) < i(p↾lh(ri),ri),(p↾lh(rj),rj)(t(i))が成立する.

アイデアとしては κ-weakly homogeneous tree T から誘導される V の超冪からなるシステムにおいて，

direct limitが ill-foundedとなるような pathを集めている．このアイデアをそのまま形にすると次の定理の

証明となる．

定理 3.12. T をX×Y 上の κ-weakly homogeneous treeとする. α ≥ |Y |+に対して p[ms(T, α)] = ωX\p[T ]
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が成立する.

κ-weakly homogeneously Suslinならば κ-universally Baireである.

定理 3.13. T を X × Y 上の κ-weakly homogeneous treeとする. 十分大きい θ に対して, (T,ms(T, θ))は

κ-absolute complement pairとなる.

証明. 絶対性と Lévy-Solovayの定理より良い.

系 3.14. A ⊆ Rが κ-weakly homogeneously Suslinならば κ-universally Baire.

ここまで一般の κについて成り立つ方向を示した．二つの逆向きの成立はWoodin基数を用いていくつか

の結果が示されている．Projective determinacy の無矛盾性証明において次を示すことが鍵であった．そこ

ではWoodin基数の存在のもとで適切な alternating chainを構成して超フィルターの列を得ていた．

定理 3.15 (Martin-Steel). δ をWoodin基数とし, X ∈ Vδ とする. また T を δ+-weakly homogeneous tree

とする. このとき十分大きい θ に対して ms(T, θ)は <δ-homogeneous treeとなる.

証明は非常に大変であるので省略する．

系 3.16. δ をWoodin 基数とする. A ⊆ R × R を δ+-homogeneously Suslin とする. このとき ¬∃RA は
<δ-homogeneously Suslinとなる.

系 3.17. λを limit of Woodinとする. このとき Hom<λ は ∃R, 補集合と取る操作, continuous reducibility

に関して閉じている.

系 3.17とMartinのΠ1
1-determinacyから無限個のWoodin基数の存在を仮定すると projective determi-

nacyが成立することがわかる．また Hom<λ に関してWadge orderの議論により次が成立する．

定理 3.18. λを limit of Woodinとする. このときある κ < λが存在して Homκ = Hom<λ が成立する.

証明. 任意の κ < λ に対して Homκ = Hom<λ であると仮定する. このとき Wadge order の無限降下

列 A0 >w A1 >w . . . が存在する. しかし十分な決定性があるため, Martin-Monk による <w の well-

foundednessの証明と同様にして矛盾.

次に universally Bairenessから weak homogeneityを得る．次の補題 3.19は便利な特徴付けである．

補題 3.19. ω × Z 上の木 T に対して次は同値.

1. T は κ-weakly homogeneous.

2. ある <ωZ 上の κ-完備な超フィルターの可算族 Σが存在して, x ∈ p[T ]とある countably completeな

⟨µn | n ∈ ω⟩ ∈ ωΣが存在して任意の n ∈ ω に対して T [x ↾ n] ∈ µn が成立することが同値となる.

定理 3.20 (Woodin). δをWoodin基数とする. T , U を ω×Z 上の木で (T,U)は δ+-absolutely complement

pairとする. このとき T は <δ-weakly homogeneousとなる.

証明. (T,U)を δ+-absolutely complement pairとする. 正則基数 ηを T,U ∈ Vη となるように十分大きく取

る. T ′ と U ′ をそれぞれ T と U の部分木で Vη 上で Vδ の元と T , U , δ をパラメタに用いて定義可能な node
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全体とする. このとき |T ′| = |U ′| = δとなる. Q<δ を countable stationary towerとする. 実数のQ<δ-name

はある到達不能基数 κ < δ が存在して Q<κ-nameとして実現できるので Vδ の元として取れる. このことから

Q<δ ⊢ p[Ť ′] = R \ p[Ǔ ′]が成立する. よって p[T ] = p[T ′]が成立する. また T ′ が <δ-weakly homogeneous

のとき, T も <δ-weakly homogeneous であることから一般性を損なうことなく T と U は ω × δ 上の木だ

と仮定して良い. κ を任意に取る. T が κ-weakly homogeneous であることを示す. δ はWoodin より κ を

<δ-T -strongだと仮定して良い. 各 κ < λ < δ に対して jλ : V → Mλ を λ-T -strong embeddingとする. Σλ

を各 (s, u) ∈ T ∩ Vλ と X ⊆ κ<ω に対して,

X ∈ Σλ(s, u) ↔ u ∈ jλ(X)

と定義する.

主張. 各 κ < λ < δ に対して次が成立する.

1. Σλ(s, u)は κ-完備な超フィルターで T [s] ∩ Vκ ∈ Σλ(s, u)が成立する.

2. 各 (s, u) ⊆ (t, v) ∈ T ∩ Vλ に対して, Σλ(t, v)は Σλ(s, u)の射影.

3. 各 (x, f) ∈ [T ∩ Vλ]に対して, ⟨Σλ(x ↾ n, f ↾ n) | n ∈ ω⟩は well-founded.

1, 2は良い. (x, f) ∈ [T ∩ Vλ]に対して, direct limitはMλ の初等部分モデルとなることから良い. ⊣
Gを (V,Q<δ)-genericとし, i : V → N ⊆ V [G]を generic ultrapower embeddingとする.

主張. i(T )は N において i(κ)-weakly homogeneous.

κ<ω 上の κ-完備な超フィルター全体を mκ(κ) で表す. σ = i”mκ(κ) が i(T ) の κ-weak homogeneity の

witnessとなっていることを示す. N は V [G]において可算列で閉じているから σ ∈ N となる. x ∈ p[i(T )]∩N
を任意に取る. (T,U) は δ+-absolutely complement pair より x ∈ p[T ] が成立する. λ < δ = ω

V [G]
1 を十

分大きく取ることで x ∈ p[T ∩ Vλ] とする. f を (x, f) ∈ [T ∩ Vλ] となるように取る. 初等性より

⟨i(Σλ)(x ↾ n, i(f) ↾ n) | n ∈ ω⟩は N において well-foundedとなる. よって i(T )は N において i(κ)-weakly

homogeneous. ⊣
初等性から T は κ-weakly homogeneousとなる.

よって以上のことから次が示された．

定理 3.21. λを limit of Woodinとする. このとき実数の集合 A ⊆ Rに関して次は同値.

1. Aは <λ-homogeneously Suslin.

2. Aは <λ-weakly homogeneously Suslin.

3. Aは λ-universally Baire.
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