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モデル理論におけるタイプ排除定理を紹介する．

1 タイプ排除定理

definition 1.1. T : L-理論とする．

L-論理式の Tと無矛盾な集合 Σ(x) (|x| = n)を部分 n-タイプという．特に包含に関して極大なものを完全

n-タイプという．

remark 1. 以下，部分 n-タイプを Σ(x)で，完全 n-タイプを p(x)で表す．

definition 1.2. Σ(x)を L-論理式の集合とする．

• 次の条件を満たす L-論理式 ϕ(x)が存在するとき，Σ(x)は Tで孤立的という．そうでないとき非孤立

的という．

1. T ∪ {∃xϕ(x)}はモデルを持つ．
2. T ⊢ ∀x(ϕ(x) → Σ(x))

• Σ(x)を満たすような組を解といい，TのモデルMで Σ(x)で解を持つとき，Mは Σ(x)を実現すると

いう．

• Σ(x)が TのモデルMで解を持たないとき， Σ(x)はMで排除 (omit)されるという．

theorem 1.3 (タイプ排除定理). T：可算，無矛盾，Σ(x)は Tで非孤立的とする．このとき Σ(x)を排除す

る Tのモデルが存在する．

Proof. 可算個の新しい定数 C = {ci | i ∈ ω}を用意する．Tを次の条件を満たすように T∗ に拡張する．

• L(C)-論理式 ψ(x)に対して，ある c ∈ C が存在して，∃xψ(x) → ψ(c) ∈ Tを満たす．

• ∀c ∈ C ∃σ(x) ∈ Σ(x)s.t.¬σ(c) ∈ T∗

T∗ を構成するために，帰納法で T = T0 ⊆ T1 ⊆ ...を定義する．L(C)-論理式を整列し，{ψi(x) | i ∈ ω}と
する．Tn まで定義したとする．

• (n=2i のとき)c ∈ C を Tn と ψi(x) に現れない定数とし，Tn+1 = Tn ∪ {∃xψi(x) → ψi(c) ∈ T と

する．

• (n=2i+1のとき)Tn = T∪ {δ(ci, c)}の形で表せる．(cは ci を含まない．）∃yδ(x, y)は Σ(x)を孤立さ

せないので，ある σ(x) ∈ Σ(x)が存在して，∃yδ(x, y)∧¬σ(x)は Tと無矛盾．Tn+1 = Tn ∪{¬σ(ci)}
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とする．

T∗ =
∪

i∈ω Ti とし，定義よりこれは矛盾であるからモデルM∗ |= T∗ をとる．M = {cM∗ | c ∈ C}とすると
Tarski-Vaught testより，M∗ の初等部分モデルになっている．構成よりMは Σ(x)を排除している．

Corollary 1. T：可算，無矛盾，Σi(x1, x2, ..., xni)(i ∈ ω)はすべて非孤立的とする．このとき，すべての

Σi(x1, x2, ..., xni
)を Tのモデルが存在する．

Proof. tupleとタイプの組全体は可算なので，整列して同じように構成してやれば良い．

2 拡張

可算個のタイプを非可算に拡張したら同様の定理が成り立つだろうか？

fact 1. 非可算言語においては，非孤立的だが排除できないタイプが存在する．

言語の可算性は本質的である．以下可算言語において，非可算個のタイプを排除する場合を考える．実は完

全タイプに制限してやれば連続体濃度未満の個数のタイプなら排除することができる．

definition 2.1.

• ϕ0(x) と ϕ1(x) が x′ ⊂ x において separable ⇔ ある L-論理式 ξ0(x
′) と ξ1(x

′) が存在して，T ⊢
ϕk(x) → ξk(x

′)(k = 0, 1)が成立し，かつ ξ0(x
′)と ξ1(x

′)は Tで両立しない．

• ϕ0(x) と ϕ1(x) が x′ ⊂ x において essentially separable ⇔ ある L-論理式 ψ′
k(x) が存在して，T ⊢

ψ′
k → ψk(k = 0, 1)かつ ψ′

0(x)と ψ′
1(x)は x′ ⊂ xにおいて separable．

• Φ = ϕ0(x), ..., ϕn(x):L-論理式の列が maximally separated ⇔ 各 i ̸= j と x′ ⊂ xに対して，ϕi(x)と

ϕj(x)が x′ において essentially separableならば separableを満たす．

• Φ′ = ϕ0(x), ..., ϕn(x) が L-論理式の列 Φ = ϕ0(x), ..., ϕn(x) に対して maximal separation である　

⇔ Φ′ が maximally separatedかつ T ⊢ ϕ′i → ϕi(i = 0, ...n)を満たす．

lemma 2.2. 任意の L-論理式の列 Φ = ϕ0(x), ..., ϕn(x)に対し，maximal separation Φ′ = ϕ0(x), ..., ϕn(x)

が存在する．

Proof. i ̸= j に対し，x′ ⊂ xで ϕi(x)と ϕj(x)が essentially separableのとき，ψ′
i(x)と ψ′

j(x)が T ⊢ ψ′
k →

ψk(k = i, j)かつ separableとなるようにとり，それぞれ入れ替えれば良い．この操作を繰り返せば，maximal

separationを得る．

lemma 2.3. ϕ0(x)と ϕ1(x)：L-論理式とし，x′ ⊂ xで essentially separableでないとする．このとき，ϕ0(x)

と ϕ1(x)は同じ完全タイプ p(x′)を孤立させる．

Proof. そうでないと仮定すると，ϕ0(x) ∧ ψ(x)′ と ϕ1(x) ∧ ¬ψ(x′ がどちらも T と無矛盾なようにとれる．

このとき ϕ0(x) ∧ ψ(x)′ と ϕ1(x) ∧ ¬ψ(x′) は x′ において separable だが，これは ϕ0(x) と ϕ1(x) が x′ で

essentially separableでないことに矛盾．

2



theorem 2.4 (Shelah). 言語 L を可算集合とする．T を L-理論とし，R を非孤立完全タイプの集合で，

|R| < 2ω とする．このとき TのモデルMで Rを排除するものが存在する．

Proof. xn ⊆ {xk | k < n}と表すことにする．可算個の新しい定数 C = {ci | i ∈ ω}を用意する．L(C)-論理

式で ∃xϕ(ci, x) → ϕ(ci, ci)の形のものを整列し，{θi(ci, ci | i ∈ ω}とする．
帰納法により，二進木により添字付けられた L(C)-論理式の有限集合の族 {Στ (clen(τ) | τ ∈ 2<ω で以下の条

件（＊）を満たすものを定義する．

任意の n ∈ ω と τ ∈ 2n において，

1. m < n→Στ |m ⊂ Στ

2. Στ は Tと無矛盾．

3. Σtau は θn を含む．

4. {∧Σσ(cn)}σ∈2n は maximally separated.

(構成)Σ<> = ∅とし，∀σ ∈ 2nでΣσ(cn)まで構成したとする．Σ0,k
σ = Σσ(cn)(k = 0, 1)とする．lemma 2.3.

より {∧Σ0,k
σ (cn)}σ∈2ω，k=0,1 の maximal separation {ψσ,k(cn)}σ∈2ω,k=0,1 をとり，Σ1,k

σ (cn) = Σ0,k
σ (cn) ∪

{ψσ,k(cn)}とする．Σσ◦k = Σ1,k
σ ∪ {θn(cn, cn)}とする．{Στ (cn+1)}τ∈2n+1 は構成より，（＊）を満たす．

τ ∈ 2ω において， Στ (C) =
∪

n∈ω Στ |n とする．Σtau は θn を含むことから Tarski-Vaught test より，

Στ (C)を実現する τ は Tのモデルとなる．(構成-終-)

claim 1. すべての p ∈ Rにおいて，{τ ∈ 2ω |Mτ |= ∃xp(x)}は可算集合．

Proof. p(x) ∈ Rを固定．Στ (C) ∪ p(c)は Tと無矛盾だと仮定する．また τ ′ ̸= τ をとり，Στ ′(C) ∪ p(c)も
Tと無矛盾だと仮定する．このとき c ⊂ cn なる nにおいて，Στ |n(C)と Στ ′|n(C)は essentially separable

でない．(pの極大性より.)これよりlemma 2.4.より pは孤立的となり，Rの仮定に矛盾．ゆえに各 p ∈ Rと

c ⊊ C において，{τ ∈ 2ω |Στ (C) ∪ p(c)が Tと無矛盾 }は高々一個の元のみからなる．c ⊊ C の選び方は可

算であるから claimの主張が従う．

|R| < 2ω より，ある τ ∈ 2ω で Rを排除するMτ が取れる．
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