
Woodin基数を含む標準内部モデルの構成
安田泰智

東京大学理学部数学科 3 年
数学基礎論若手の会 on Zoom
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以下, ZFCで議論する．

安田泰智 (東京大学理学部数学科 3 年) Woodin 基数を含む標準内部モデルの構成 数学基礎論若手の会 on Zoom 2 / 27



!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

Gödelの構成可能宇宙 L

定義
内部モデルとは真のクラスサイズの ZFのモデルのことである.

集合 Aと推移的なM に対して, 構造 (M,∈,A ∩M)上で定義可能なM の部分集合全体をDefA(M)と書く.

定義
集合 Aに対して, 〈Lα[A] | α ∈ ON〉を次のように定義する：

L0[A] = ∅,
Lα+1[A] = DefA(Lα[A]),

Lλ[A] =
⋃

α<λ Lα[A], ただし λは極限順序数.

さらに L[A] =
⋃

α∈ON Lα[A]と定義する.
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Gödelの構成可能宇宙 L

Gödelの構成可能宇宙 Lは特に A = ∅とした場合である.

定義 (Gödel)

L-階層 〈Lα | α ∈ ON〉を次のように定義する：
L0 = ∅,
Lα+1 = Def(Lα),

Lλ =
⋃

α<λ Lα, ただし λは極限順序数.

さらに L =
⋃

α∈ON Lαを構成可能宇宙という.

Gödelは Lを調べて次を示した.

定理 (Gödel)

1 Lは ZFの最小の内部モデルである.

2 Lは ZFC+GCHを満たす.
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Jensenの微細構造
L-階層がどのように “育って”いくかを見るためには, 各 Lα上の定義可能性を繊細に見る必要がある.

Jensenは L-階層より便利な J-階層 〈Jα | α ∈ ON〉を定義し, 微細構造 (fine structure)を導入した.

定義 (Jensen)

J-階層 〈Jα | α ∈ ON〉を次のように定義する：
J0 = ∅,
Jα+1 = rud(Jα ∪ {Jα}),
Jλ =

⋃
α∈λ Jα, ただし λは極限順序数.

ここで集合 U に対して, rud(U)は U の基本関数 (rudimentary function)による閉包を表す.
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Jensenの微細構造
J-階層 〈Jα | α ∈ ON〉は次のような性質を持つ：

Jαは推移的.

ωα = αならば Jα = Lα.

M をある X ≺Σ1 Jαの推移的崩壊とする. このときある β ≤ αが存在してM = Jβ .

P(κ) ∩ (Jα+1 \ Jα) )= ∅ならば Jα+1 |= |α| ≤ κ.

そして Jensenは微細構造を用いて Lを解析し次を示した.

定理 (Jensen)

V = Lを仮定する. このとき任意の無限基数 κにおいて!κが成立する.
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巨大基数
定義 (?)

巨大基数とは, ZFCにその存在を主張する公理 (巨大基数公理)を加えることによって無矛盾性が強くなるような基数のことをいう.

巨大基数公理は無矛盾性の強さによって (おおよそ)線形な階層を成すことが知られている.巨大基数公理は集合論の命題の無矛盾性の強さを計る “ものさし”の役割を果たしてくれる.

巨大基数の例
到達不能基数
弱コンパクト基数
可測基数
Woodin基数
超コンパクト基数 etc.
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巨大基数の階層
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Lと巨大基数
しかし Lは大きな巨大基数を含まない
定義
無限基数 κが可測基数であるとは, 推移的なM と非自明な初等埋め込み
j : V ≺ M が存在して crit (j) = κを満たすことをいう.
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Lと巨大基数
しかし Lは大きな巨大基数を含まない
定義
無限基数 κが可測基数であるとは, 推移的なM と非自明な初等埋め込み
j : V ≺ M が存在して crit (j) = κを満たすことをいう.

上のような初等埋め込み j : V ≺ M に対して,

U = {X ⊆ κ | κ ∈ j(X )}

と定義すると U は κ上の非単項 κ-完備超フィルターとなる.

逆に κ上の非単項 κ-完備超フィルター U が与えられたとき, 超冪
Ult(V ,U)と標準的な初等埋め込み jU : V ≺ Ult(V ,U)を考えることで κは可測基数であることがわかる.

定理 (Scott)

可測基数が存在するならば, V )= L.
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Lと巨大基数
Scottの定理の証明
V = Lと仮定して矛盾を導く. κを最小の可測基数とする.

1 M を内部モデル, j : V ≺ M を非自明な初等埋め込みとする.

2 M ⊆ LよりM = L = V が成立する.

3 初等性より「j(κ)は最小の可測基数」がM で成立する.

4 しかし κはM で可測基数かつ j(κ) > κより最小性に反する. よって矛盾である. !

Scottの定理は κを可測基数としたとき, κ /∈ Lを主張しているわけではない. 実際 κは Lで弱コンパクト基数にはなっている.

Scottの定理はより多くの巨大基数を含む Lのようなモデルを構成するには超フィルターの情報を付加する必要があることを示唆している.
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Lと巨大基数
Scottの定理の証明
V = Lと仮定して矛盾を導く. κを最小の可測基数とする.

1 M を内部モデル, j : V ≺ M を非自明な初等埋め込みとする.

2 M ⊆ LよりM = L = V が成立する.

3 初等性より「j(κ)は最小の可測基数」がM で成立する.

4 しかし κはM で可測基数かつ j(κ) > κより最小性に反する. よって矛盾である. !

Scottの定理は κを可測基数としたとき, κ /∈ Lを主張しているわけではない. 実際 κは Lで弱コンパクト基数にはなっている.

Scottの定理はより多くの巨大基数を含む Lのようなモデルを構成するには超フィルターの情報を付加する必要があることを示唆している.
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ここまでのまとめ

Gödelは構成可能宇宙 Lを定義し, Lは ZFC+GCHを満たすことを示した.

Jensenは Lの微細構造を導入して Lを解析した.

Lは可測基数のような大きな巨大基数を含まない.

⇒ Lのような微細構造を持ち，可測基数のような巨大基数を含む内部モデルが作りたい
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内部モデル理論
Lのような微細構造を持つ内部モデルを標準内部モデルという.

標準内部モデルを研究する集合論の分野を内部モデル理論と呼ぶ.

The Inner Model Program

任意の巨大基数公理Ψに対して, ZFC+Ψを満たす標準内部モデルを構成せよ.

特にΨとして “超コンパクト基数が存在する”が重要であるが, 未解決である.

今回の発表
Ψとして “Woodin基数が存在する”を考え, Mitchell–Steel[1]による
ZFC+Ψを満たす標準内部モデルの構成を紹介する.

安田泰智 (東京大学理学部数学科 3 年) Woodin 基数を含む標準内部モデルの構成 数学基礎論若手の会 on Zoom 13 / 27
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巨大基数の階層
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Woodin基数
定義 (Woodin)

無限基数 δがWoodin基数であるとは, 任意の f : δ → δに対して, 無限基数 κ < δと初等埋め込み j : V ≺ M が存在して次を満たすことをいう：
crit (j) = κ,

f ”κ ⊆ κ,

Vj(f )(κ) ⊆ M.

Woodin基数は到達不能基数であり, 可測基数の極限となっている.

可測基数が超フィルターの存在で特徴付けられたように, Woodin基数はエクステンダーの存在によって特徴付けることができる.

エクステンダーとは超フィルターの “coherent”なシステム
E = 〈Ea | a ∈ [λ]<ω〉のことである.
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エクステンダー
κ < λ ∈ ONとする.
V 上の (κ,λ)-エクステンダー E = 〈Ea | a ∈ [λ]<ω〉とは次の条件を満たすように定義を書き連ねたシステムである：

1 各 Eaは [κ]|a|上の κ-完備な超フィルター,

2 a ⊆ b ∈ [λ]<ω のとき, 標準的な初等埋め込み
ja,b : Ult(V ,Ea) ≺ Ult(V ,Eb)

が存在する.

3 (〈Ult(V ,Ea) | a ∈ [λ]<ω〉, 〈ja,b | a ⊆ b ∈ [λ]<ω〉)は順系をなし, 順極限をUlt(V ,E )と表すと, Ult(V ,E )は整礎となる.

このUlt(V ,E )をエクステンダー E による超冪という.
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標準内部モデルの構成：アイデアと問題点

アイデア
Lを構成するときに, エクステンダーの情報も付加する.

エクステンダーの列−→
E をうまく選び, L[

−→
E ]を考える.

問題点
L[
−→
E ]はWoodin基数を含むのか?

L[
−→
E ]は微細構造を持っているのか？
反復可能性が重要となる

安田泰智 (東京大学理学部数学科 3 年) Woodin 基数を含む標準内部モデルの構成 数学基礎論若手の会 on Zoom 17 / 27
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反復可能性とマウス
ポテンシャルプレマウスMとは, “良い”エクステンダーの列

−→
E = 〈

−→
E α | α ∈ dom

−→
E 〉

とM上のエクステンダー F が存在して
M = (J

−→
E
α ,∈,

−→
E ,F )

と表せる構造Mのことをいう.

さらにMがある微細構造に関する条件を満たすときプレマウスという.

ここで列−→
E にはM上のエクステンダーでないものも含まれている.

安田泰智 (東京大学理学部数学科 3 年) Woodin 基数を含む標準内部モデルの構成 数学基礎論若手の会 on Zoom 18 / 27



!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

!

反復可能性とマウス
プレマウスMの反復可能性 (iterability)はゲームを用いて定義される.

十分に反復可能なプレマウスをマウスという.
安田泰智 (東京大学理学部数学科 3 年) Woodin 基数を含む標準内部モデルの構成 数学基礎論若手の会 on Zoom 19 / 27
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マウスの比較定理
マウスは比較できる

定理 (マウスの比較)

M，N をマウスとする. このときMの反復超冪 P とN の反復超冪Qが存在して次のどちらかが成立する：
1 P はQの始片かつ反復超冪による写像 i : M → P が存在する,

2 Qは P の始片かつ反復超冪による写像 i : N → Qが存在する.

複雑なマウスの比較をするためには線形な反復では不十分で, 反復木を考える必要がある
“十分な反復可能性”とはこの比較ができるくらいは課す.
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2 Qは P の始片かつ反復超冪による写像 i : N → Qが存在する.

複雑なマウスの比較をするためには線形な反復では不十分で, 反復木を考える必要がある
“十分な反復可能性”とはこの比較ができるくらいは課す.
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標準内部モデルの構成：微細構造と反復可能性

Lの解析に微細構造を用いたが, Lの構成には微細構造は必要なかった.

Woodin基数を含む標準内部モデルは構成から微細構造を用いる
微細構造を持つことの証明に反復可能性を用いる.

さらに反復可能性の証明に微細構造を用いる.

微細構造 反復可能性
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標準内部モデルの構成：L[
−→
E ]-construction

今回紹介する標準内部モデルの構成は巨大基数の存在を仮定する.巨大基数の存在を仮定しないような標準内部モデルの構成は
K c -constructionと呼ばれるが詳細は略する.

Woodin基数の存在を仮定する
δを L(Vδ) |= δはWoodin基数となるような最小の順序数とする.

Vδ 内で−→
E を構成する.

帰納的にマウスの列 (Mξ | ξ < δ)を構成する.

定義
プレマウスMが reliableであるとは, 任意の k ≤ ωに対して Ck(M)が存在して “十分に反復可能”であることをいう.

ここで Ck(M)とは微細構造を用いて定義された Skolem hullである.
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標準内部モデルの構成：L[
−→
E ]-construction

M0 = (Vω,∈, ∅, ∅).

1 FMξ = ∅かつMξ 上の “良い”エクステンダー F ′が存在して，
Nξ+1 = (J

−→
E Mξ

α ,∈,
−→
E Mξ ,F ′)が 1-smallかつ reliableのとき,

Mξ+1 = Cω(Nξ+1)と定義する.

2 1の場合でないときNξ+1 = (J
−→
E Mξ"〈FMξ 〉
α+1 ,∈,

−→
E Mξ " 〈FMξ〉, ∅) とする. Nξ+1が reliableのとき, Mξ+1 = Cω(Nξ+1)と定義する.

λが極限順序数のとき, η = lim infξ→λ(ρ+ω )
Mξ とする. 各 β < ηに対

して, JNλ
β = limξ→λ J

Mξ

β と定める. Nλが reliableのとき,
Mλ = Cω(Nλ)と定義する.

(Mξ | ξ < δ)が定義されたとき, 各 β < δに対して
J

−→
E
β = lim

ξ→δ
JMξ

β

と定義する.
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標準内部モデルの構成：L[
−→
E ]-construction

Nξ の reliabilityは solidityと universalityより Ck(Nξ)の反復可能性に帰着される.

Ck(Nξ)の反復可能性は resurrectionとMartin–Steelの定理 [6]を用いて証明される.

このようにして構成された−→
E は次を満たす.

定理 (Mitchell–Steel[1])

L[
−→
E ] |= ZFC+GCH+ δはWoodin基数
構成よりこの L[

−→
E ]は微細構造を持つ.

L[
−→
E ]はWoodin基数を含む標準内部モデルとなっている

今回はWoodin基数を 1個含むような標準内部モデルの構成したが現在はより多くのWoodin基数を含むような標準内部モデルが構成されている. 詳しくは [8]や [9]を参照すると良い.
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標準内部モデルの構成：L[
−→
E ]-construction

Nξ の reliabilityは solidityと universalityより Ck(Nξ)の反復可能性に帰着される.

Ck(Nξ)の反復可能性は resurrectionとMartin–Steelの定理 [6]を用いて証明される.

このようにして構成された−→
E は次を満たす.

定理 (Mitchell–Steel[1])

L[
−→
E ] |= ZFC+GCH+ δはWoodin基数
構成よりこの L[

−→
E ]は微細構造を持つ.

L[
−→
E ]はWoodin基数を含む標準内部モデルとなっている

今回はWoodin基数を 1個含むような標準内部モデルの構成したが現在はより多くのWoodin基数を含むような標準内部モデルが構成されている. 詳しくは [8]や [9]を参照すると良い.
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Thank you for your attention !!
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